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Die nachfolgeDden Untersuchungen beschäftigen sich mit den Fun- 
damentallehren der theoretischen Musik oder Eanonik. Die neueren 
musikalischen Schriftsteller pflegen dieselbe als eine völlig abgeschlossene 
Wissenschaft zu betrachten , deren weiterer Anbau nicht sonderlich der 
Mühe lohne. Wenn nun zwar für die praktischen Zwecke der Musik als 
Kunst die nothwendigsten Grundlagen, theils auf empirischem theils auf 
theoretischem Wege, längst festgestellt sind, so bleibt doch in wissen* 
schafllicher Beziehung hier noch gar Manches zu thun übrig. Es fehlt 
zwar nicht an verdienstlichen und in ihrer Art gründlichen Werken über 
theoretische Musik. Die mir bekannt gewordenen leiden jedoch , soweit 
sie von Musikern herrühren, an einer Schwerfälligkeit, um nicht zu 
sagen Unbeholfenheit, welche die Folge einer mangelhaften mathema- 
tischen Auffassung des Gegenstandes ist, und von Mathematikern haben, 
soviel ich weiss, seit Euler nur Wenige einzelnen musikalischen Pro- 
blemen ihre Aufmerksamkeit zugewendet. Euler's tentamen novae theoriae 
mtmcae aber ist von den Musikern ungünstig beurtheilt und als ein 
Werk bezeichnet worden, das mehr mathematische Speculation als mu- 
sikalisch Brauchbares enthalte. Wenn nun Euler seine Aufgabe allge- 
meiner fasst, als es der praktische Zweck unmittelbar verlangt, und 
daher das ganze Feld der möglichen musikalischen Combinationen zu 
durchmustern beabsichtigt, so liegt hierin kein Grund zum Tadel , viel- 
mehr ist dieses Verfahren echt wissenschaftlich ; wenn er aber allerdings 
nicht überall die Forderungen des musikalischen Gehörs gebührend in 
Rechnung zieht, so musste dies freilich zu manchen unfruchtbaren Re- 
sultaten führen. Insbesondere musste seine ungünstige Beurtheilung der 
gleichschwebenden Temperatur, die namentlich seitMarpurg zu ent- 
schiedenerem Ansehen gelangte, ihn mit den Grundsätzen der Musik, 
wie sie sich nach ihm immer mehr befestigten, in Widerstreit bringen. 
Jedenfalls enthalt aber Euler's Werk zwei mathemalische Bestimmungen, 
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4 Rl. W. Drobisgii, 

deren Benutzung seine Nachfolger sehr zum Nachtlieil der wissenschaft- 
lichen Behandlung der theoretischen Musik vernachlässigt haben; wir 
meinen seine Massbestimmung der Intervalle durch die Logarithmen der 
Schwingungsverhaltnisse (p. 73) und die genäherten Ausdrücke der- 
selben mit Hülfe der Kellenbrüche (p. 75). Zwar bedienen sich Marpurg, 
Türk u. A. bei Berechnung der Schwingungsverhaltnisse der Loga- 
rithmen, jedoch nur zur Abkürzung der Rechnung. Dass aber der Loga- 
rithmus des Schwingungsverhältnisses eines Tons, dividirt durch den 
Logarithmus von 2, als des Schwingungsverhältnisses der Octave, das 
Intervall selbst ausdrückt, welches der Ton mit dem Grundton bildet, blieb 
unbeachtet*) und kam in Vergessenheit, so dass diese Bestimmung bei 
Herbart, der sich ihrer bedient*^) und völlig selbständig auf sie ge- 
kommen zu seyn scheint, wie eine ganz neue sich darstellt. Gerade 
durch die allgemeine Anwendung jener beiden Eulerschen Principien 
erhält nun aber die ganze Lehre von den Tonverhällnissen eine Einfach- 
heit und Klarheit, mit der die weitschweifige Behandlung durch Zusam- 
mensetzung der Schwingungsverhältnisse sehr zu ihrem Nachlheil con- 
trastirt. Es ist aber nicht ein blosser methodischer Gewinn, der 
dadurch erlangt wird , sondern es ergeben sich auch wesentlich neue 
Resultate. Fürs Erste nämlich lässt sich mit Leichtigkeit nachweisen, 
dass jede ungleichschwebende Temperatur den innern musikalischen 



*j Nur Lambert macht hien'on eine Ausnahme; beide Eulersche Bestimmungen 
kommen in seiner Abhandlung sur Ic temperament en musique (Nouv. Mem. de VAcad, 
de Berlin \11^, p. 55^ in Anwendung. 

**) Zuerst in den Ilauptpunclen der Metaphysik, Götlingen, 1807, § 4 4. (W^erke, 
herausgegeben von Hartenstein, Bd. 3, S. 46), dann ip mehreren psychologisch- 
musikalischen Abhandlungen , die sich im siebenten Bande der Gesammtausgabe der 
Werke beisammen finden. Durch Herbart's Schriften lernte ich diese Massbestim- 
mung der Intervalle zuerst kennen und habe sie in der Abhandlung über die mathe- 
matische Bestimmung der musikalischen Intervalle (Abhandlungen etc. herausgeg. von 
der Fürstl. Jablonowski'schen Gesellschaft, Leipzig, 18 40) benutzt, ohne zu wissen, 
dass schon im Jahre 1739 Euler auf sie gekommen war. Die Anwendung der Ketten- 
brüche zur Auffindung abgekürzter Werthe der Intervalle lag so nahe, dass Jeder, 
dem diese bekannt geworden waren, von selbst darauf geführt werden musste. Im 
üebrigen mag bemerkt werden, dass jene frühere Abhandlung in ihrem ersten Theile 
zwar Manches enthalt, was auch hier, obwohl in vervollkommneter Gestalt, eine Stelle 
finden musste, in der Hauptsache aber einen ganz andern Zweck verfolgt als die ge- 
genwärtige, die mit der Erklärung der ästhetischen Verhältnisse der Tone nichts zu 
thun hat, daher auch in keiner Weise auf Principien beruht , die als blos hypothe- 
tische angesehen werden können. 
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Zusammenhang der Intervalle nothvvendig Ihcil weise zcrreissl, und die- 
ser nur bei gleiqhschwebender Temperatur ungestört bleibt. Dabei fin- 
det man aber auch zweitens, dass es nicht blos eine, sondern eine 
Mehrheit von gleichschwebenden Temperaturen giebt, die in zwei 
Classen zerfallen, auf deren gemeinsamer Grenze die gewöhnliche gleich- 
schwebende Temperatur steht, die man daher die mittlere nennen 
kann. In dieser nämlich sind, wie bekannt, die erhöhten Töne Cis, Dis 
u. s. w. von den erniedrigten Des, Es u. s. w. nur dem Namen nach 
verschieden, in jenen beiden Classen dagegen treten sie als wesentlich 
verschiedene Töne aus einander, und zwai* liegen in der einen Classe 
Cis, Dis u. s. w. tiefer als Des, Es u. s. w. in der andern aber höher. 
Durch alle physikalische Schriften zieht sich eine Tabelle der Schvvin- 
gungsverhältnisse der Töne, in welcher neben den bekannten festste- 
henden rationalen Veihültnissen der Ilaupttöne auch für die erhöhten 
und erniedrigten Töne rationale SchwingungsverhUltnisse angegeben 
werden, und wonach den erhöhten eine tiefere Stelle als den ihnen 
nächstbenachbarten erniedrigten zugewiesen wird. Auf solche akustische 
Autorität hin ist diese Ansicht über die Lage jener Tone auch in die 
theoretisch-musikalischen Schriften übergegangen. Bei näheier Untei- 
suchung erweist sich jedoch jene Tabelle hinsichthch der Fixirung der 
erhöhten und erniedrigten Töne als illusorisch. Denn diese Fixirung ist 
nur für gewisse Tonarten richtig, für andre unrichtig und hat daher 
nicht absolute, sondern nur relative Gültigkeit. Man kann überhaupt gar 
nicht die Schwingungsverhältnisse und Intervalle der Töne Cis, Dis etc. 
Ces, Des etc. eben so absolut bestimmen wie die von D, E, Fete. 
Denn es ist unmöghch, aus den sieben Haupttönen und ihren einfachen 
Erhöhungen und Erniedrigungen Tonleitern zu bilden, die in allen 
Tonarten zugleich rein sind; es würde vielmehr zur Erfüllung 
dieser Forderung einer weit grössern Anzahl von Tönen bedürfen und 
selbst dann noch für die Willkür Spielraum übrig bleiben. Die modernq 
Musik verlangt aber für alle Tonarten aus einer massigen Anzahl von 
Tönen wenigstens befriedigende Scalen, die demnach nicht durchaus 
reine, sondern nur temperirte, und zwar, wie schon bemerkt wurde, 
nur gleichschwebend temperirte Töne und Intervalle enthalten können. 
Es kann jedoch, wenn, wie dies auf den Streichinstrumenten geschieht, 
erniedrigte und erhöhte Töne wirklich unterschieden werden, 
diese Temperatur nicht die gewöhnliche gleichschwebende seyn. Sie 
kann aber auch nicht in die erste der beiden genannten Classen 
fallen, obwohl sich innerhalb derselben eine Temperatur angeben lässt, 
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die mehr als jede andere in der Gesammtheit der die Dur* und MoUlon- 
leiter bildenden Töne der Reinheit nahe kommt; denn bei den Modula- 
tionen durch enharmonische Verwechselung zeigt es sich, dass die 
erhöhten Töne Cis, Dis etc. höher liegen müssen als die ihnen nächst- 
benachbarten erniedrigten, also Cis höher als Des, Dis höher als Es 
u. s. f. Werden also diese Töne unterschieden, so muss die Temperatur 
in die zweite Classe fallen. In dieser Classe stehen aber die Terzen 
etwas höher als die der gewöhnlichen oder mittleren Temperatur, wei- 
chen also etwas mehr als diese von der Reinheit ab. Es kommt nun 
hierbei darauf an , eine solche Temperatur zu finden ^ die , bei unmerk- 
licher Abweichung von der gewöhnlichen gleichschwebenden in den 
Haupttönen, die erhöhten und erniedrigten doch noch merklich genug 
unterscheidet. Diesen Forderungen scheint nun am besten diejenige 
Temperatur zu entsprechen, nach welcher das Intervall der Quinte 
= ^ des Octavenintervalls ist, der Unterschied der nächstbenachbarten 
erhöhten und erniedrigten Töne — des grossen ganzen Tons beträgt 
und die letzteren fast genau mit den gleichnamigen Tönen der Kirnber- 
gerschen Temperatur zusammenfallen. 

Dies sind die hauptsächlichsten Ergebnisse der nachfolgenden Un- 
tersuchungen. Nicht um musikalische Neuerungen , sondern um wissen- 
-schaftliche Aufklärung des Bestehenden ist es dabei zu thun. Diese ist 
aber um so mehr ein Bedürfniss, als einerseits namhafte musikalische 
Schriftsteller die auf den Streichinstrumenten factisch vorhandene Unter- 
scheidung der erhöhten und erniedrigten Töne ganz mit Stillschweigen 
tibergehen, man möchte sagen verleugnen und die Herrschaft der 
gleichschwebenden Temperatur der Tasteninstrumente auch für sie in 
Anspruch nehmen, andrerseits aber die gerühmte Reinheit der musi- 
kalischen Leistungen der Streichinstrumente die Meinung aufrecht erhält, 
als ob sich hier die Musik von jeder Temperatur befreien könnte , was 
unmögHch scheint, indem nicht nur die erhöhten und erniedrigten, son- 
dern selbst mehrere Haupttöne, je nach der Verschiedenheit der Ton- 
arten, verschieden gegriffen werden müssten, dies aber bei dem häu- 
figen Wechsel der Tonarten grosse Unsicherheit erzeugen und ein Spiel 
prima vista unausfiihrbar machen würde. '^j Es muss daher allerdings 



*) In völligem Gegensalz zu der wenigstens in Deutschland jetzt überwiegenden, 
wo nicht allgemein angenommenen Ansicht von der Geltung der gewöhnlichen gleich- 
schwebenden Temperatur auch für die Streichinstrumente stehen die Resultate, die 
Delezenne (Memoire sur les valeurs numeriques des notes de la gamme im Becueil de la 
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auch diese Instrumente die gleichschwebende Temperatur beherrschen, 
jedoch nicht die gewöhnliche, sondern eine solche, die sich derselben 
zwar nahe anschliesst, doch aber die erhöhten und erniedrigten Töne 
von einander sondert und in solcher Weise fixirt, dass der musikalische 
Vortrag, wenn auch bald mehr bald weniger von diesen festen Bestim- 
mungen abweichend, doch auf sie, als die mittleren, normalen, immer 
wieder zurückkommen muss. 



societe des sciences de Lille, 4 827^ aus seinen in Verbindung mit mehreren Künst- 
lern angestellten Versuchen ziehen zu dürfen glaubt. Hiernach soll der geübte 
Violinist oder Cellist in der Durscale den grossen und kleinen Ton unterscheiden , also 
in der That eine reine Scala spielen, und sich von aller Temperatur frei halten. Gleich- 
wohl erkennt Delezenne selbst in einer folgenden Abhandlung (sur le nombre des modes 
musicaux, ebendas. p. 67) die Nothwendigkeit einer Temperatur auch für die Streich- 
instrumente (la necessite dun temper ament, meme pour les instrumens ä sons libres) an, 
ohne jedoch anzugeben , von welcher Art diese Temperatur seyn soll. Eine Wieder- 
holung und Erweiterung seiner Versuche wäre daher äussert wünschenswerth, da 
sich zuletzt nur auf experimentalem Wege wird feststellen lassen, welcher gleich- 
schwebenden Temperatur sich das Spiel auf jenen Instrumenten am meisten nähert, 
und unter welchen Umständen etwa der Spieler von ihr zu Gunsten der Reinheit 
abweicht. 
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I. 

BESTIMMUNG DER TÖNE AUS IHREN EINFACHSTEN 
SCHWINGUNGSVERHÄLTNISSEN. 

§^- 

Zwei oder mehrere Töne heissen gleich hoch, wenn die tönen- 
den Körper, welche sie hervorbringen, in demselben Zeittheil gleich- 
viele Schwingungen machen, [st aber die Zahl dieser Schwingungen 
bei dem einen tönenden Körper grösser als bei dem andern , so nennen 
wir den Ton des ersleren höher als den des andern, und umgekehrt 
den des letztern tiefer als den Ton des ersteren Körpers. 

Zwei gleichzeitig gegebene Töne machen auf den musikalischen 
Sinn entweder den Eindruck des Wohlklangs oder des Missklangs. Im 
ersteren Falle nennen wir sie consonirende, ihre Verbindung eine 
Consonanz, im andern Falle dissonirende und ihre Verbindung 
eine Dissonanz. Ob zwei Töne consoniren oder dissoniren, hängt 
von den Verhältnissen ab, in welchen die ihnen zugehörigen 
Schwingungsmengen stehen. Je einfacher diese Verhältnisse sind, 
um so wohlklingender ist die Verbindung der Töne. 

§2. 

Bei dieser nothwendigen Rücksicht auf die Verhältnisse der 
Schwingungszahlen der tönenden Körper ist es zweckmässig, abso- 
lute und relative Schvvingungszahlen zu unterscheiden. Jene drücken 
die Menge der Schwingungen des tönenden Körpers in der Zeiteinheit 
(der Secunde) aus, diese sind die Verhäitnisszahlen , welche angeben, 
wie viele Schwingungen oder Theile von Schwingungen ein tönender 
Körper innerhalb desselben Zeittheils macht, in welchem ein andrer 
nur einmal schwingt. Der dem letzteren zugehörige Ton heisst dann 
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der Grund ton. Ist also die absolute Schwingungszahl des Tons A=a, 
die des Tons B = b, die relative Schwingungszahl von B in Bezug auf 
A als den Grundton = y, so ist y = — . Umgekehrt ist die relative 
Schwingungszahl von A in Bezug auf fi als Grundton =y =— . Da, 
wenn fe ^ a, y ^ 1 ist, so folgt, dass die relative Schwingungszahl von 
B in Bezug auf A grösser oder kleiner als 1 ist, je nachdem der Ton 
B höher oder tiefer ist als der Ton A. 

Kommt ein dritter Ton C hinzu , dessen absolute Schwingungszahl 
== c, so ist seine relative in Bezug auf A =— , in Bezug auf fi =-^. 
Isty = ^, so ist C ebensoviel höher als B, wie B höher als A, oder A 
ebensoviel tiefer als B, wie C höher als B. Da dann die relative 
Schwingungszahl von A in Bezug auf fi = y, die von C in Bezug auf 
-ß = y = — , so ist das Product der relativen Schwingungszahlen zweier 
Töne, von denen der eine ebensoviel höher, wie der andre tiefer ist als 
ein und derselbe dritte Ton (ihr gemeinsamer Grundton), = 1 . Ist daher 
die relative Schwingungszahl des einen = y, so ist die des andern der 
reciproke Werth — . 

Da für beliebige Werthe von a, b, c immer y . y = y, so folgt, 
dass die relative Schwingungszahl von C in Bezug auf A gleich ist dem 
Product aus der relativen Schwingungszahl von C in Bezug auf B in die 
relative Schwingungszahl von B in Bezug auf A. 

§ 3. 
Zwei Töne A, B bilden Consonanzen, wenn ihre absoluten 
Schwingungszahlen a, b in einem der Verhältnisse 1:1, 1:2, 2:3, 3:4, 
4:5, 5:6 stehen. 

1) Ist a : 6 = 1 : 1 , also die relative Schwingungszahl von B in Be- 
zug auf A, oder von A in Bezug auf fi, y = 1 , so heisst ß die Fr im e 
von A, A die Prime von B. 

2) Ist a : 6 = 1 : 2, also die relative Schwingungszahl von B in Be- 
zug auf A, y = 2, so heisst fi die Octave von A. 

3) Ista:6 = 2: 3, alsoy = -|-, so heisst JB die Quinte von A. 

4) Ista:6 = 3 : 4,alsoy = y, so heisst jB die Quarte von A. 

5) Ista:6 = 4 : 5, alsoy = y, so heisst ß die grosse Terz von A. 

6) Ista:6=: 5: 6, alsoy = y, so heisst jB die kleine Terz von A. 



Digitized by 



Google 



10 M. W. Drobisch, 

Da in den Fällen 2 bis 5 die relative Schwingungszahl von A in 
Bezug auf jB =-^; also der Reihe nach ~ T» T» 4» T ^^^' ^^ heisst 
dann beziehungsweise A die umgekehrte oder untere Octave, 
Quinte, Quarte, grosse Terz, kleine Terz von B, Denn da die relativen 
Schwingungszahlen dieser Töne die reciproken Werthe derjenigen der 
Octave, Quinte u. s. f. sind , so liegt ein durch sie in Bezug auf A be- 
stimmter Ton B um ebensoviel tiefer als A wie B höher als A (§ 2). Im 
Gegensatz zu den unteren Octaven, Quinten u.s. w. kann man die Octa- 
ven, Quinten u. s. w. selbst auch die oberen nennen. 

§*• 

Peziehen sich die relativen Schwiögungszahlen 2, -j-, j, -^, y auf 
einen und denselben Grundton , so sind durch sie fünf von diesem ver- 
schiedene (höhere), mit ihm aber consonirende Töne bestimmt. Man 
kann nun weiter aus ihnen die relativen Schwingungszahlen derjenigen 
Töne bestimmen, die mit jenen der Reihe nach consoniren, wenn 
man deren obere und untere Terzen, Quarten, Quinten und Octaven 
sucht, indem man jede der relativen Schwingungszahlen 2, y, y, -^ , y 

sowohl mit jeder derselben als mit jedem der reciproken Werthe y, y, 
y, y, y multiplicJrt. Man erhält hierdurch drei Classen von Tönen, 
theils nämlich solche, deren relative Schwingungszahlen zwischen denen 
derPrime und Octave, also zwischen 1 und 2 liegen, theils solche, deren 
relative Schwingungszahlen > 2, theils endlich solche, für welche diese 
Zahlen < 1 sind. Wir bedürfen jedoch für unsern Zweck zunächst nur 
der Töne der ersten Classe und übergehen daher diejenigen Producte 
der relativen Schwingungszahlen, die > 2 und < 1 sind. 

§5. 
Hiemach erhalten wir nun, wenn wir von der Octave aus successiv 
zur Quinte , Quarte u. s. f. übergehen und > wo es höhere Töne giebt, 
diese zuerst bestimmen, folgende Resultate. 

1 ) Die untere kleine Terz der Octave giebt die relative Schwingungs- 
zahl y = 2 • y =y. Der Ton, dem sie zugehört, heisst die grosse 
Sexte. 

2) Die untere grosse Terz der Octave giebt y = 2 • y = y . Der 
zugehörige Ton heisst die kleine Sexte. 

Die untere Quarte der Octave giebt y = 2 • y = y, die Quinte. 
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Ebenso giebt die untere Quinte der Octavey = 2 —= y, die Quarte. 

3) Die kleine Terz der Quinte giebt y =y. y=y* die grössere 
kleine Septime. 

4) Die grosse Terz der Quinte giebt y = — . -^ = —^ die grosse 
Septime. 

Die Quarte der Quinte giebt, wie schon aus 2 folgt, die Octave. 
Die untere kleine Terz der Quinte giebt y = |- ~ = y, die grosse Terz. 
Hieraus folgt von selbst, dass die untere grosse Terz der Quinte 
die kleine Terz giebt. 

5) Die untere Quarte der Quinte giebt y = |-.~=^, die grosse 
Secunde. 

Die kleine Terz der Quarte giebt y = y .-|- = y, die kleine Sexte ; 

die grosse Terz der Quarte y i=z y • — = y, die grosse Sexte. 

6) Die Quarte der Quarte giebt y = y y = ^^, die kleinere 
kleine Septime. 

Die Quinte der Quarte giebt, wie sich nach 2 von selbst versteht, 
die Oclave. 

7) Die untere kleine Terz der Quarte giebt y = -g- • -^ =1= y, den 
kleinen ganzen Ton. 

8) Die untere grosse Terz der Quarte giebt y =1 -g- • — === i|, die 
kleine Secunde. 

Dass die kleine Terz der grossen Terz und die grosse der kleinen die 
Quinte giebt, folgt schon aus 4; eben so aus 5« 4 und 3, dass die 
Quarte der grossen und kleinen Terz resp. die grosse und kleine Sexte, 
die Quinte der grossen und kleinen Terz resp. die grosse Septime und 
grössere kleine Septtme. Es giebt aber 

9) die grosse Terz der grossen Terz y = — . -^ =: ^^^ die über- 
mässige Quinte; 

1 0) die untere kleme Terz der grossen Terz y = — .—===:— , die 
übermässige Prime; 

11) die kleine Terz der kleinen Terz yz=y.y=^j., die grössere 
verminderte Quinte. 

§6. 
Ordnen wir die gewonnenen neuen Töne nach der Grösse ihrer re- 
lativen Schwingungszahlen, so erhalten wir folgende Zusammenstellung : 
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grosse Septime, y - y, 

g 

grössere kleine Septime, y — y, 

kleinere kleine Septime, y z=z —^ 

grosse Sexte, y zz^ —, 

kleine Sexte, y z=z —^ 

25 

übermässige Quinte, y z=^ —, 

Sß 

grössere verminderte Quinle, j/ = — , 

g 

grosse Seeunde, y —~ —, 

kleiner ganzer Ton, y ^^ y, 

kleine Seeunde, y z= — , 

OK 

übermässige Prime, y z=zz ^, 

Vergleicht man diese Bestimmungen, theils unter einander, theils mit 
denen in § 3, so ergiebt sieb, dass Quarte und Quinte, grosse Terz und 
kleine Sexte, kleine Terz und grosse Sexte, grosse Seeunde und kleinere 
kleine Septime, kleiner ganzer Ton und grössere kleine Septime, endlich 
kleine Seeunde und grosse Septime relative Schwingungszahlen haben, 
deren Product 2, also gleich der Schwingungszahl der Octave. Wegen 
der an Einerleiheit grenzenden Verwandschaft der Octave zum Grund- 
ton (welche weiter unten näher beleuchtet werden wird), pflegt daher in 
allen diesen Tonpaaren der eine Ton der umgekehrte des andern ge- 
nannt zu werden. In diesem Sinne heissen die Sexten umgekehrte Terzen, 
die Septimen umgekehrte Secunden und die Quarte eine umgekehrte 
Quinte. 

§7- 
Durch Fortsetzung des in § 5 eingeschlagenen Verfahrens in Be- 
zug auf die gewonnenen elf Töne erhalten wir weitere Tonbestimmungen. 
Es giebt nämlich 

1) die untere Quarte der grossen Septime y = y . y = ^, die 
grössere übermässige Quarte; 

2) die untere Quarte der grösseren kleinen Septime j/ = y • y=^, 
eine alterirte Quarte; 

3) die untere kleine Terz der kleineren kleinen Septime y = y • ~ *° 
eine alterirte Quinte; 
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4) die untere grosse Terz der kleineren kleinen Septime y = y • y = ^, 
die sogenannte falsche oder kleinere verminderte Quinte; 

5) die untere Quinte der kleineren kleinen Septime y = y • T=p' 
eine alterirte kleine Terz; 

6) die untere kleine Terz der grossen Sexte y = y • ^ = |^, die 
kleinere übermassige Quarte; 

7) die kleine Terz der kleinen Sexte y = y-4'=ii'^*^ grössere 
verminderte Octave; 

8) die untere grosse Terz der kleinen Sexte j/ = y . -i =: ~ , die 
verminderte Quarte; 

9) die grosse Terz der übermässigen Quinte y = ?^ . y = ^, eine 
alterirte Octave; 

1 0) die untere kleine Terz dpr übermassigen Quinte y = ?| . ^ = ^, 
die übermässige Terz (da dieser Werth zwischen den beiden ge- 
Wohnlichen Bestimmungen ^-g und ^^^ in der Mitte liegt) ; 

1 1 ) die untere Quarte der übermässigen Quinte y = ^ . -^ =: I? , die 
grössere übermässige Secunde; 

1 2) die kleine Terz der grösseren verminderten Quinte y = ll' y =^^25» 
die grössere verminderte Septime; 

13) die untere grosse Terz der grösseren verminderten Quinte 
y = 25 • y = -^25' ^^^ grössere verminderte Terz; 

1 4) die untere Quarte der grösseren vermind. Quinte y -= ~ • -J = |^, 
das grosse Limma;"^) 

1 5) die Quinte der grossen Secunde y = - . -|- = ?^, eine a I teri r( e 
grosse Sexte. 

Aus dem kleinen ganzen Ton und der übermässigen Prime ergeben 
sich nur Töne, die schon zuvor bestimmt sind. 

§8- 
Auch jeder dieser fünfzehn neuen Töne kann zu weiteren Tonbe- 
stimmungen benutzt werden. Wir übergehen jedoch die als »alterirte« 
bezeichneten, so wie das grosse Limma, so dass dann, nach der Grösse 

*) Genau genommen bezeichnet dieses , so wie die später folgende Diesis, keinen 
Ton, sondern ein Komma, also im weitem Sinn ein Intervall. Wie indess Secunden, 
Terzen, Quarten u. s. w. Intervalle und Tone zugleich bezeichnen , so scheint es auch 
erlaubt, diesen Gebrauch auf die Kommata überzutragen, wo der durch sie bestimmte 
Ton eine Benemiung erfordert. 
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geordnet, übrig bleibea die grössere verminderte Octave, giössere ver- 
minderte Septime, kleinere verminderte Quinte , grössere tibrmässige 
Quarte, kleinere Übermässige Quarte, tibermässige Terz, verminderte 
Quarte, grössere Übermässige Secunde , grössere verminderte Terz. Es 
giebt nun 

1) die untere gr. Terz der grösseren vermindertenOctavey=^ • y=||?, 
die verminderte Sexte (da dieser Werth zwischen den beiden ge- 

973 4024 

Wohnlichen Bestimmungen ^ und -^ fast genau in der Mitte liegt). 

Wir übergehen die untere gr. Terz der grösseren verminderten Septime 
g^ und die untere Quarte derselben j^ , da jene der kleineren über- 
massigen Quarte , diese der übermässigen Terz sehr nahe kommt. Da- 
gegen giebt 

2) die kleine Terz der kleineren verminderten Quinte y = jj • y=-^, 
die kleinere verminderte Septime; 

3) die Quarte der kleineren verminderten Quinte y = j^ • y =: ?^. 
die kleinere verminderte Octave; 

4) die untere grosse Terz der kleineren verminderten Quinte 
y = ^-y = 2j5, die kleinere verminderte Terz; 

5) die grosse Terz der grösseren übermässigen Quarte y = ^ • t^^ ?ls» 
die grössere übermässige Sexte; 

6) die untere Quarte 
das kleine Limma; 

7) die grosse Terz der kleineren übermässigen Quarte y = ~ • -5-=^, 
die kleinere übermässige Sexte; 

8) die Quarte der kleineren übermässigen Quarte y = ^ • ~ = ^, 
eine alterirte grosse Septime; 

9) die untere kleine Terz der kleineren übermässigen Quarte 
y =:== ?| . A z= i?^, die kleinere übermässige Secunde. 

Wir übergehen die grosse Terz der übermässigen Terz , ^ , eine 
alterirte kleine Sexte, und die untere kleine Terz der übermässigen Terz, 
^ , welche sehr nahe mit dem grossen Limma zusammentrifft. Dage- 
gen giebt 

oa t i ao 

1 0) die untere grosse Terz der verminderten Quarte y = — . y = — , 
die kleine Diesis. 

Wir übergehen die grosse Terz der grösseren übermässigen Secunde, 
m, welche nahe mit der alterirten Quinte ~ zusammentrifll. 



6) die untere Quarte der grösseren übermässigen Quarte y=^- -?-=||5, 
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Die grössere verminderte Terz giebt , wenn man ihre kleine Terz 
nimmt, -^, welcher Ton, wie schon erwähnt, nahe mit der kleineren 
übermässigen Quarte zusammentrifft. 



a9. 

Stellen wir jetzt die in den §§ 3 bis 8 bestimmten Töne nach der 
Grösse ihrer relativen Schwingungszahlen geordnet zusammen und 
drucken diese , zur leichteren Vergleichung ihrer Werthe , in Decimal- 
brUchen aus, so erhalten wir folgende Tabelle : 

y 



i 

2 
3 
4 

6 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

<8 

19 

20 

21 

22 



Prime, 

kleine Diesis, 
übermässige Prime, 
kleines Limma, 
kleine Secunde, 
grosses Limma, 
kleiner ganzer Ton, 
grosse Secunde, 
kleinere verminderte Terz, 
grössere verminderte Terz, 



^ =1,00000 
Jg= 1,02400 
g =1,04167 
J|^= 1.05469 
51=1,06667 
|I =1,08000 
y =1,11111 

8 



= 1,20000 



= 1,12500 
g|= 1,13778 
J^;= 1,15200 
kleinere übermässige Secunde, ^ = 1 ,1 5740 

75 

grössere übermässige Secunde, ^ =zlj7l88 

5? =1,18519 

5 

A =1,25000 
g =1,28000 
^ = 1,30208 
1=1,33333 
^ =1,35000 
?^= 1,38889 
*?= 1,40625 
Ji =1,42222 



alterirte kleine Terz, 

kleine Terz, 

grosse Terz, 

verminderte Quarte, 

übermässige Terz, 

Quarte, 

alterirte Quarte, 

kleinere übermässige Quarte, 

grössere übermässige Quarte, 

kleinere verminderte Quinte, 
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?? =1,44000 
g =1,48148 
° =1,50000 



m 

425 
25 
16 

S_ 

5 

4 =1,66667 

27 
46 

,^=1,70667 

246 



= 1,52800 
= 1,56250 
= 1,60000 



1,68750 



72 

i25 

428 

46 

9 

9 



23) grössere verminderte Quinte, 

24) alterirte Quinte, 

25) Quinte, 

26) verminderte Sexte, 

27) übermässige Quinte, 

28) kleine Sexte, 

29) grosse Sexte, 

30) alterirte grosse Sexte, 

31) kleinere verminderte Septime, 

32) grössere verminderte Septime, j^ = 1 ,72800 

33) kleinere übermässige Sexte, 

34) grössere übermässige Sexte, 

35) kleinere kleine Septime, 

36) grössere kleine Septime, 

37) alterirte grosse Septime, 

38) grosse Septime, 

39) kleinere verminderte Octave, 

40) grössere verminderte Octave, 

41) alterirte Octave, 

42) Octave, 
In dieser Tabelle haben je zwei Töne, von denen der eine eben so 

weit vom Anfang der ganzen Reihe, wie der andre vom Ende derselben 
entfernt ist (deren Numern also immer die Summe 43 geben), relative 
Schwingungszahlen, deren Product = 2 ist. 

§10. 
Im Vorstehenden sind aus den relativen Schwingungszahlen der 
Octave, Quinte, Quarte, grossen und kleinen Terz die aller übrigen Töne 
abgeleitet worden. Die jener fünf mit dem Grund ton consonirenden 
Töne lassen sich aber auf drei reduciren. Denn sey allgemein die 
Schwingungszahl der grossen Terz = T, die der Quinte = Ö, wo die 
der Octave = 2 ist, so ist die relative Schwingungszahl der Quarte 



i?? = 1,73611 
= 1,75781 
^=1,77778 
= 1,80000 
g =i,85186 
^zz= 1,87500 
?g = 1,89630 
i? =1,92000 
^ = 1,95312 
1 = 2,00000 
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= -|^, die der kleinen Terz = y. Wiederholt man nun das in den §§ 5 
bis 8 angewandte Verfahren in Bezug auf diese allgemeinen Ausdrücke 
der relativen Schwingungszahlen jener mit dem Grundton consoniren- 



den Töne, mid beachtet, dass Q = 



T = -p-, so erhält man die fol- 



gende Tabelle, welche die Form der Abhängigkeit der relativen 
Schwingungszahlen der Töne , sowohl von denen der Octave , Quinte 
und grossen Terz, als auch von den absoluten Zahlen 3, 3, 5 auf einen 
Blick übersehen lässt und so angeordnet ist, dass sich die Töne , deren 
relative Schwingungszahlen das Product 2 geben, gegenüberstehen. 



i ) Prime, 

2) kleine Diesis, 

3) übermässige Prime, 

4) kleines Limma, 

5) kleine Secunde, 

6) grosses Limma, 

7] kleiner ganzer Ton, 

8) grosse Secande, 

9) kleinere vermind. Terz, 
4 0) grössere vermind. Terz, 
4 4 ) klr. Ubermäss. Secunde; 
M) gross, ubermäss. Secunde, 
43) alterirte kleine Terz, 

4 4) kleine Terz, 
4 5) grosse Tei*z, 
4 6) verminderte Quarte, 

47) übermässige Terz, 

48) Quarte, 

4 9) alterirte Quarte, 

20) kh*. ubermäss. Quarte, 

24) gross, ubermäss. Quarte, 

Abbaodl. d. K. S. Gei. d. WiMCDSch. 
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1 ' 




2' 


-W 




6« 


r 




5» 


Q 




2«. 3 


(f.T 




3». 5 


2» 




2' 


2 




2* 


Q.T 




3.5 


0- 




3« 


2.r» 




5» 


2.r 




2.5 


0* 




3» 


0- 




3» 


2 




■F 


2» 




2» 


Q\f 




3». 5» 


(t 




2*. 8* 


r 




5« 


2.T« 




5« 


P* 




2». 3« 


Q,T* 




3.5» 


2 




2* 


2« 




2» 


0- 




3« 


Q 




2.3 


T 




5 


T 




5 




"2^ 


2 




2» 


r 




^ 


yt 




5» 


Q 




2». 8 


2 




2» 


Q 




8 


0- 




3» 


2.r 




2«. 5 


2.7* 




5« 


P' 




2.3» 


0».r 




8». 5 


2 




2» 



42) Octave, 

44) alterirte Octave, 

40) gross, vermind. Octave, 

39) klr. vermind. Octave, 

38) grosse Septime, 

37) alter, grosse Septime, 

36) grössere kl. Septime, 

35) kleinere kl. Septime, 

34) gross. Ubermäss. Sexte, 

33) kleinere Ubermäss. Sexte, 
32) gross, vermind. Septime, 

34) klr. vermind. Septime, 
30) alter, grosse Sexte, 
29) grosse Sexte, 

28) kleine Sexte, 

27) übermässige Quinte, 

26) verminderte Sexle, 

25) Quinte, 

24) alterirte Quinte, 

23) gross, vermind. Quinte, 

22) klr. vermind. Quinte, 



IV. 
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2* 
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5» 


2« 
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Q.T 


8.5 
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0* 
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2* 
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r 


2.r» 


5» 


"ö" 


2». 8» 


0- 
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2» 


2^ 


p.T* 


8.5» 


P- 
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2* 


2.T 
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Q 
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2 


2» 






T 


5 


j2 


5» 

— 2^ 


i.Q 


2». 8 


7* 


5« 


Q 


8 


' 2 


2».r 


2«. 5 


P» 


8« 


P* 


2». 8» 


r 


5* 


2» 


2» 


p».r 


3». 5 
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Mao kann diese 40 . zwischen der Prime und Octave liegende Töne 
in folgende acht Classen bringen. 



I. 



25) 


y — 


Q 


8) 


y — 


0» 


30) 


y = 


III. 


15) 


y — 


T 


27) 


y — 


T> 


41) 


y — 


P 



i 

2« 



5 
9» 



V. 



38) y 

12) y 

21) y 

34) y 

4) y 



3) y= -^ = 



17) y = 

14) y = 

36) y= -f = 

23) y= fr = 

10) y= -^ = 

32) y = 

19) y = 

6) 9 = 



QT 




B .5 


Q.f 




8.5« 


i 




20 


(f.T 




3». 5 


i 




2» 


(?».f 




8*5» 


i 




r 


tf.T 




8«. 5 


2» 




2' 


VII. 






7* 




5* 


P 




2». 3 


2* 




5« 


(? 




2^3 


(> 




2.8 


T 





5 


(?* 




8» 


r 




5 


C?» 




2*. 8* 


r 




6» 


(>* 




2*. 8» 


T- 




5« 


<)• 




2«. 3« 


1^ 




5* 


()• 




8« 


%.T 




2«. 5 


<? 




8» 


i.r 




V 



18) 


y 


35) 


y 


13) 


y 


28) 


y 


16) 


y 


2) 


y 



II. 

Q 

2« 
2« 

IV. 

T 

2 

2 

1^ 



iL 

8 
2* 

2» 



5 

5* 
2' 

7" 



5) y = 

31) y = 

22) y = 

9) j,= 

39) y = 

40) y = 
26) y=-. 
29) y = 

7) y = 

20) y = 

33) y = 

11) y = 

24) 9 = 

37) y = 



VI. 






s 




2» 








p.r 




8.5 


»• 




2' 


p.r 




8.5« 


2» 




2* 


(f.T 




3». 6 


2« 




2» 


(»•.r 




3V5« 


2» 




2'» 


d/'.T 




8«. 5 


VIII. 






2.p 




2*. 8 


r* 





5« 


2.p 




2«. 8 


r* 





5* 


2.r 




6 








P 




8 


2.T 




2.5 








P* 




3« 


2.7* 




5* 


~P'~ 




2.3» 


2 > 




5« 


P* 




2*. 3» 


2.7* 




5« 


P« 




2*. 8* 


2».r 




2«. 5 


P* 




8« 


2'. 7" 




2.6- 


P» 




3« 



Man übersieht sogleich, dass die Töne der ersten und zweiten 
Classe nur von der Quinte, die der dritten und vierten nur von der 
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grossen Terz, die der vier letzten Classen von Quinte und grosser Terz 
zugleich abhängig sind. Die Producte. aus je zweien einander gegen- 
überstehenden Ausdrücken sind durchgängig = 2. Der zweite Ton in 
diesen Paaren ist also immer ebenso als unterer Ton der Octave be- 
'nannt wie der erste als oberer Ton des Grundtons. 



§12. 

Wir können aber auch in noch einfacherer Weise das Bildungsge- 
setz dieser Töne darstellen. Ueberall nämHch wo in den vorstehenden 
allgemeinen Ausdrücken durch Q und T der Nenner 2 vorkommt, zeigt 
dies an, dass der entsprechende Ton die untere Octave eines andern 
Tons ist^ dessen Ausdruck durch Weglassung dieses Nenners erhalten 
wird. Eben so zeigt der Nenner 2^ an, dass der entsprechende Ton die 
zweite untere Octave eines Tons ist, dessen Ausdruck durch Weglas- 
sung dieses Nenners sich ergiebt. In gleichei; Weise zeigen die allge- 
meinen Ausdrücke, in denen 2 oder 2* als Factor des Zählers vorkommt, 
an, dass die ihnen entsprechenden Töne erste oder zweite obere 
Octaven von Tönen sind, deren Ausdrücke durch Weglassung dieser 
Factoren erhalten werden. Man kann also die im vorigen § aufgeführten 
Töne auf solche zurückführen, deren Ausdrücke nur Q und T ohne Zah- 
len -CoefBcienten oder Zahlen -Nenner enthalten. Aus diesen Tönen er- 
geben sich also die vorstehenden , wenn man diejenigen unter ihnen, 
deren relative Schwingungszahlen > 2 sind , je nachdem sie < 4, oder 

> 4, aber < 8, resp. um eine oder zwei Octaven erniedrigt, dieje- 
nigen aber, deren relative Schwingungszablen < 1 sind, je nachdem sie 

> Y» oder < y» aber > ~, resp. um eine oder zwei Octaven erhöh t. 
Diese Töne nun, die wir mit denselben Numern bezeichnen wie die 
aus ihnen abzuleitenden, lassen sich mit den übrigen der im Vorigen 
aufgeführten 40 Töne zusammengenommen in folgende acht Classen 
bringen. 

I. 

25) = 1 ; 8) 0^ = 'I- ; 30) (? = -J- . 

II. 

^^) T = 1" ' 3S) "^ = 1^ 5 ^3) -^ = -gr. 
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15) T : 

28) 4- : 

38) Q,T 
12)0.P: 



5 • 
2« 5 



3.5 



8« ' 

3.6» 



4» > 



5)W 



8.5 
2» 



36) f 
19) f 



29) -f == 

17) -r- = 



3.5* 



2.8 



5 

5 
3« 

2. 5 



2 . 3 
5« 



2". 3 ' 
5« 
2». 3 » 



III. 

27) T* = -1^ ; 

IV. 

16) ^ = ^ ; 

V. 

21)0».r = -^; 
34)Ö^.P=-?y^. 

VI. 

VII. 

*") "r — -5^ 



>' T* 5» 



VIII. 

^) JL — 1^ 

^ Q* 3« 



41) T» : 

2) -jT ■ 

4) Q^T 



iL 

2* • 



3«. 5 
2» ' 



^^) "^Tr — 



3«. 5 



; 26) 


Q 


; 10) 


1* 


; 32) 


7* 


; 24) 


T 


; 37) 


r 


; H) 





2*. 3 

5» ' 
^\3\ 

2«. 3« 



2 5 , 

5' 

2.3»' 

5» 



2».3»- 



§13. 

Die Eigenthümlichkejt der Bildung jeder dieser acht Classen lUsst 
sich, wie folgt, näher bezeichnen. In I werden die Töne von derPrime 
aus durch Aufsteigen, in II durch Herabsteigen nach Quinten 
bestimmt. In III ergeben sich die Töne ebenfalls von der Prime aus 
durch Aufsteigen, in IV durch Herabsteigen nach grossen 
Terzen. Die Töne der Classen I und IlsiVid also nur von der relati- 
ven Schwingungszahl der Quinte , die der Classen III und IV nur von 
der der grossen Tcit: abhängig. Die Töne in V entstehen sowohl , wenn 
man von jedem Ton in III nach Quinten, als wenn man von jedem 
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Ton in I nach grossen Terzen aufsteigt. Die Töne in VI ent- 
stehen sowohl, wenn man von jedem Ton in IV nach Quinten, als 
wenn man von jedem Ton in II nach grossen Terzen herabsteigt. 
Die Töne in VII ergeben sich sowohl, wenn man von jedem Ton in IV 
nach Quinten auf-, als wenn man von jedem Ton in I nach grossen 
Terzen herabsteigt. Die Töne in VIII endlich ergeben sich so- 
wohl, wenn man von jedem Ton in III nach Quinten herab-, als 
wenn man von jedem Ton in II nach grossen Terzen aufsteigt. 
Im üebrigen erhellt von selbst , dass die sich der Reihe nach entspre- 
chenden Töne der Classen I und II, III und IV, V und VI, VII und VUI 
reciproke Schwingungszahlen haben. 

Es leuchtet ferner ein, dass in jeder dieser Classen die Bildung von 
Tönen ins Unbegrenzte geht, und zwar in I bis IV nur nach einer, 
in V bis VIII ab6r nach zwei Richtungen. Denn die ersten vier 
Classen stellen nur einfache Reihen, die übrigen aber Reihen von Reihen 
dar. Es ist leicht, das allgemeine Glied jeder dieser einfachen Reihen 

llen. Es findet sich nämlich 



und Doppelreihen darzusle 
für I, 
für II, 



für I, 0- = £ 



2« 

4 t;^ 

Qm 3m 

für III, 7" = '- 
für IV. * *" 



für V, 0".T"= -^^^ 
für VI, 
für VII, 



4 ^m+iti 



für VIII, 



Qm 22n — m^ ^m 



7*11 5n » '*** I *«*> Q^ jm — m^3m • 

Hieraus ergiebt sich die wichtige Folge, dass, wie weit man 
auch in der Bestimmung von den Tönen nach dem ange- 
gebenen Bildungsgesetz gehen möge, man doch niemals 
auf eine obere oder untere Octave eines nach demsel-. 
ben Gesetz bestimmten Tons kommt. Denn da die relative 
Schwingungszahl der fe-ten Octave irgend eines Tons, dessen relative 
Schwingungszahl = a, durch 2*. a ausgedrückt wird , so wäre es nur 
denkbar, dass Töne der Classen II, IV, VI, VII (wenn 2n > m) und 
VIII (wenn 2» < m) obere Octaven andrer , nach demselben Bildungs- 
gesetz bestimmter Töne wären. Giebt man nun den allgemeinen Glie- 
dern dieser Classen der Reihe nach die Formen fe-ter Octaven, nömlich 

so müsste es in den acht Classeti Töne geben, deren Schwingungszahlen 
die Formen 
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%m—k ^in—k ^tiK+in—k ^in — m—k^ 3m . 511 



3m » 5n » gm, 5w » 5n » ^^—m-t-k^ 3m 

haben, was nicht der Fall ist, wie die Vergleichung mit den angegebe- 
nen Formen der allgemeinen Glieder lehrt. Auf ganz ahnliche Weise 
lässt sich leicht erweisen , dass eben so wenig ein nach dem angegebe- 
nen Bildungsgesetz bestimmter Ton irgend eine untere Octave eines 
andern seyn kann. Hieraus folgt , dass in der ganzen Reihe der so be- 
stimmten Töne keine Periodicität statt findet. Man kann jedoch 
jeden erhaltenen Ton um 1 , 2, 3 . . . Octaven erhöhen und erniedrigen, 
und hierdurch zwischen je zwei nächsten Octaven, mögen sie hoch oder 
tief liegen , immer gleich viele Töne bestimmen , die zu den sie ein- 
schliessenden Octaven in denselben Verhältnissen stehen. 

Endlich ist auch leicht zu ersehen, dass kein Ton der einen 
Classe mit einem Ton einer andern Classe zusammen- 
fallen kann. Denn es müsste dann entweder ?^ :=^ ^, d. i. wenn 
2n > m , 3"» . 2^-"* = 5^ wenn 2n < m, 3*" = 2"»-^. 5^ oder 
gspp^ = — ^ — , d. 1. 5 = 2^ seyn, was beides unmöglich ist. 



Digitized by 



Google 



ÜBER MUSIKALISCHE TONBESTIMMUNG UND TEMPERATUR. 23 



II. 

BESTIMMUNG DER TONINTERVALLE. 

Das musikalische Gehör unterscheidet die Höhe der Töne weder 
nach dem geometrischen noch nach den arithmetischen Verhältnissen 
ihrer Schwingungszahlen. Denn angenommen das Erste, so müsste das 
Ohr die Höhe der Octave doppelt, die der Quinte -^mal, die der Quarte 
ymal so gross als die der Prime finden u. s. f. , was hicht der Fall und 
überhaupt eine dem Gehör ganz fremde Art der Schätzung der Töne 
ist. Angenommen das Zweite, so sind, wenn a die absolute Schwingungs- 
zahl des Grundtons, die absoluten Schwingungszahlen seiner 1 sten, 2ten, 

3ten (n — 1 )ten , nten Octave der Reihe nach 2a , 4« , 8a 

2"~'a, 2"a. Dann müsste dem Gehör der Unterschied zwischen der 
Isten und 2ten Octave 2mal, der zwischen der 2ten und Sten 4mal, der 
zwischen der (n — 1)ten und nten Octave 2'''"*mal so gross erscheinen 
als der Unterschied zwischen der ersten Octave und dem Grundton; es 
müsste das Gehör nach denselben Verhältnissen zwischen je zwei näch- 
sten Oclaven um so mehr Töne unterscheiden, je höher dieselben liegen, 
indess es doch zwischen denselben, wie hoch oder tief sie liegen mögen, 
nur immer dieselben Tonunterschiede, nicht mehr und nicht weniger 
empfindet. Allerdings aber unterscheidet es Differenzen der Töne, 
die sich auf ihre verschiedenen Höhen beziehen, nur sind dieselben nicht 
die ihrer Schwingungszahlen, obwohl diese ihre Höhe bestimmen. 
Heissen nun diese Difierenzen die Intervalle der Töne, und wird hier- 
bei der Grundton als derjenige Ton angesehen , in Beziehung auf wel- 
chen die Verschiedenheit der übrigen Töne durch Zahlen bestimmt wer- 
den soll, so fragt es sich, auf welche Weise dies geschehen muss , und 
in welchem Zusammenhang diese Zahlenbestimmungen der Intervalle 
mit den Schwingungszahlen stehen. 
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§15. 
Hierauf giebt nun folgende Betrachtung Antwort. Die relativea 
Schwingungszahlen der successiven Octaven irgend eines angenomme- 
nen Grundtons bilden mit diesem die geometrische Reihe 

2«, 2*, 2^ 2», 2», 

die Exponenten der Glieder derselben die arithmetische Reihe 

0, 1, 2, 3, n.. 

Ist nun, wie bisher, y die relative Schwingungszahl irgend eines zwischen 
dem Grundton und seiner ersten Octave liegenden Tons , so kann man 
sich dieselbe als eine Potenz von 2 vorstellen, deren Exponent cd 
zwischen und 1 liegen muss, so dass also 

9 = 2^ (1) 

woraus folgt 

Bedient man sich der gemeinen Briggischen Logarithmen, so ist 
log 2 — 0,30103, daher dann 

a;= 3,32190 .log y. (3) 

Bedient man sich aber solcher Logarithmen , deren Basis = 2 , so wird 
log, 2 = 1, daher dann 

X = log, y. (4) 
Da die relativen Schwingungszahlen der Töne, die um 1, 2, 3, . . . .n Octa- 
ven höher liegen, der Reihe nach 2y, 2^, 2«y, 2"y sind, so ergiebt 

sich aus der Gleichung (1) 

2«y r=iz2'+", 
woraus folgt 

x + n = '^ = log, (2-3,). (5) 

Eben so folgt für die Töne , welche um 1 , 2, 3, n Octaven tiefer 

liegen als der Ton, den y bezeichnet, und deren relative Schwingungs- 
zahlen also der Reihe nach y , |^. , fi, ^ sind, 

y ax — n 

"an — ^ 
daher 

— » = '# = "'e.(?=> 0) 

Es kann also mittels der Formeln (2) bis (6) ftlr jeden Ton, dessen re- 
lative Schwingungszahl gegeben ist, zwischen welchen Octaven des 
Grundtons er liegen möge, der Exponent x von 2 gefunden werden, der 
eine dieser Schwingungszahl gleiche Potenz giebt. 
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Sey nun die relative Schwingungszahl eines Tons, der höher liegt 

als der durch y gegebene, = y\ der Exponent von 2 , der eine dem 

Werthe von y gleiche Potenz giebt, =x\ so ist nach dem Vorstehenden 

y' = 2-', x' = \og^y'; 
daher 

^' = 2-'-- (7) 

^a.'-a. = log, (^). (8) 

Offenbar wird x — x = 1 , wenn y' c= 2y , also der zweite Ton die 
Oclave des ersten ; es wird ^ 1 , je nachdem y ^ 2y. Diese Differenz 
X — a? = logjy' — log, y, also die Differenz der Logarithmen 
der relativen Schwingungszahlen j^', y bestimmt nun, wie sich 
sogleich deutlicher zeigen wird, die Grösse des Intervalls 
zwischen den beiden durct y, y gegebenen Tönen. 

§16. 

Die Musik misst bekanntlich die Grösse der Intervalle der Töne, deren 
sie sich bedient, nach Zwölfteln derOctaveab, die sie halbe Töne nennt. 
Wir können nun untersuchen, wie weit diese Bestimmung mit der gegebe- 
nen logarithmischen zusammentrifft. Die Töne, welche die Musik, wenig- 
stens auf den Tasteninstrumenten , ausschliesslich verwendet , sind die 
Prime, kleine und grosse Secunde, kleine und grosse Terz, Quarte, 
(grössere) übermässige Quarte, Quinte, kleine und grosse Sexte, (klei- 
nere) kleine Septime, grosse Septime und Octave, also die Töne , deren 
relative Schwingungszahlen in § 9 unter Nr. 1 , 5 , 8, 1 4, 1 5, 1 8, 21 , 25, 
28, 29, 35, 38 und 42 angegeben sind. Berechnen wir nun nach der 
Formel (3) im vorigen § die Werthe ihrer Intervalle x mit dem Grund- 
ton , stellen diese mit den Werthen x^ nach Zwölfteln der Octave zu- 
sammen und bemerken endlich die Unterschiede beider Werthe, so er- 
giebt sich folgende Tabelle : 
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Prime 

kleine Secunde 
grosse Secunde 
kleine Terz 
grosse Terz 
Quarte 

übermässige Quarte 
Quinte 
kleine Sexte 
grosse Sexte' 
kleine Septime 
grosse Septime 
Octave 



X 


«1 


X — «, 


0,00000 


— 0,00000 


0,00000 


0,093H 


^ — 0,08333 


0,00978 


0,16992 


^ — 0,16667 


0,00325 


0,26303 


^ — 0,25000 


0,01303 


0,32193 


^ = 0,33333 


— 0,01140 


0,41504 


^ — 0,41667 


0,00163 


0,49186 


± — 0,50000 


— 0,00814 


0,58496 


^ — 0,58333 


0,00163 


0,67807 


A — 0,66667 


0,01140 


0,73697 


^ — 0,75000 


— 0,01303 


0,83008 


JJ = 0,83333 


0,00325 


0,90689 


Jl— 0,91667 


0,00978 


1,00000 


1 —1,00000 


0,00000 



§17. 



Um zuvörderst diese Differenzen unter x — x^ auf ein fasslicheres 
Mass zurückzuführen , können wir sie in Theilen der reinen grossen Se- 
cunde oder des grossen ganzen Tons, dessen Intervall = 0,16992, aus- 
drücken. Alsdann ergiebt sich 



für die 
kleine Secunde | 
grosse Septime j 
grosse Secunde 
kleine Septime 



X 



X, 



I 



kleine Terz 
grosse Sexte 
grosse Terz 
kleine Sexte 
Quarte 
Quinte \ 

übermässige Quarte 



+ jYj grosser ganzer Ton 
+ JL 

ZI 43 " '* 



— J_ 
+ U,9 



+ 103,6 

4_ 

20,9 



Diese Differenzen sind jedoch weder Abweichungen der Theorie von 
der Erfahrung, noch zeigen sie eine unvollkommene musikalische 



Digitized by 



Google 



ÜBER MUSIKALISCHE TONBESTIMMCNG UND TEMPERATUR. 



27 



Schätzung der Intervalle an, sondern sie beruhen darauf, dass, wo in 
der Musik die Messung der Int€j)*valle durch Zwölftel der Octave in aller 
Strenge richtig ist, die relativen Schwingungszahlen der Töne von den 
einfachen rationalen Schwingungsverhältnissen in der That abweichen, 
daher die Töne nicht mehr akustisch reine sind. Wir können die re- 
lativen Schwingungszahlen, die ihnen dann zukommen, leicht berechnen. 
Aus § 1 5 (2) folgt nämlich , wenn man ^ = ^ setzt, 

log y^ = 0,3010300 . ^ = 0,0250858 . m 

Giebt man nun m successiv die Werthe 1 , 2, 3, 1 1 , so erhält man 

die folgenden Werthe von y^, denen wir zur Vergleichung die obenge- 
fundenen reinen relativen Scbwingungszahlen gegenüberstellen , und die 
wir zugleich in den irrationalen (genäherten) Yerhältnisszahlen aus- 
drücken, die dann an die Stelle der rationalen Verhältnisse treten. 



kleine Secunde 
grosse Secunde 
kleine Terz 
grosse Terz 
Quarte 

übermässige Quarte 
Quinte 

kleine Sexte . 
grosse Sexte 
kleine Septime 
grosse Septime 



46 



J^ = 1,06667 
= 1,12500 
= 1,20000 



8 
5 

A =1=1,25000 
4=1,33333 
i|=: 1,40625 
i. — 1,50000 
± = 1,60000 

5 

4- = '1,66667, 
^ = <, 77778 
"=1,87500 



yi 



1,05946 = ^^41^ 
1,-12246 =ii?J^ 
1,48921=^^^ 
1,25992 = -^^^ 
1,33484 =i^ 
i,4U21=i^|^ 
1,49831 =i^ 
1,58740=-^^ 

6,04637 



1,68179 

1,78180 =i^ 

1,88775 = 1^^ 



§18. 
Wir wollen jetzt für sämmtliche in § 9 bestimmte Töne die Grösse 
ihrer Intervalle mit dem Grundton berechnen. Dies kann auf sehr ein- 
fafche Weise geschehen, wenn wir die in § 10 aufgefundenen Ausdrücke 
der relativen Schwingungszahlen sämmtlicher Töne durch diejenigen der 
Quinte und grossen Terz benutzen. Alle jene Ausdrücke sind nämlich 
unter der allgemeinen Form 
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enthalten, wo m, n, p theils positive, tbeils negative ganze Zahlen, theils 
Null sind. Hieraus folgt nun als allgemeiner Ausdruck des Intervalls x 
zwischen dem durch y bestimmten Ton und dem Grundton 
log y ^ 1 ^ *^ I « log r 

oder wenn wir zur Abkürzung j~-| = q und j^^ :=: t setzen, wo also 
q und t die Intervalle der Quinte und der grossen Terz mit dem Grund- 
ton bezeichnen, 

X = fn + nq + pt. 

Hierdurch ergiebt sich nun , wenn man die jedem Ton zukommen- 
den Werthe vom m, n und p setzt und dabei, zur Erlangung grösserer 
Schärfe, die Werthe q = 0,5849625 und t = 0,3219281 zum Grunde 
legt, folgende Tabelle der Intervalle, in welcher je zwei gleich weit vom 
Anfang und Ende abstehende (deren Numem also die Summe 43 geben) 
einander zum Octavenintervall ergänzen, indem ihre Summe = 1 ist. 



1) Prime, 





— 0,00000 


2) kleine Diesis, 


1 — 3f 


— 0,03422 


3) übermässige Prime, 


2/ — <jf 


= 0,05889 


4) kleines Limma, 


^ + t — 2 


— 0,07682 


5) kleine Secunde, 


1 q t 


— 0,09311 


6) grosses Limma, 


3^ — 2< — 1 


= 0,11103 


7) kleiner ganzer Ton, 


1 — 2? + < 


— 0,15200 


8) grosse Secunde, 


2?— 1 


— 0,16992 


9) kleinere verminderte Terz, 


2 — 2g — 2f 


= 0,18622 


1 0) giössere verminderte Terz, 


29 3t 


— 0,20414 


H) kleinei*e übermässige Secunde, 


i — Zq + Zt 


— 0,21090 


1 2) grössere übermässige Secunde, 


q + Zt — i 


= 0,22882 


1 3) alterirte kleine Terz, 


2 3q 


— 0,24511 


U) kleine Terz, 


q~t 


— 0,26303 


15) grosse Terz, 


t 


— 0,32193 


i 6) verminderte Quarte, 


1 2< 


— 0,35614 


1 7) übermässige Terz, 


3t— q 


— 0,38082 


18) Quarte, 


1-g 


= 0,41504 


1 9) alterirte Quarte, 


3g t 1 


— 0,43296 


20) kleinere übermässige Quarte, 


1 2g + 2< 


— 0,47393 


21 ) grössere übermässige Quarte, 


2q + t-i 


— 0,49185 
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X 



22) kleinere verminderte Quinte, 

23) grössere verminderte Quinte, 

24) alterirte Quinte, 

25) Quinte, 

26) verminderte Sexte, 

27) übermässige Quinte, 

28) kleine Sexte, 

29) grosse Sexte, 

30) alterirte grosse Sexte, 

31) kleinere verminderte Septime, 

32) grössere verminderte Septime, 

33) kleinere übermässige Sexte, 

34) grössere übermässige Sexte, 
36) kleinere kleine Septime, 

36) grössere kleine Septime, 

37) alterirte grosse Septime, 

38) grosse Septime, 

39) kleinere verminderte Octave, 

40) grössere verminderte Octave, 

41) alterirte Octave, 

42) Octave, 

§i9. 
Die theoretische Musik bedient sich noch andrer kleiner Intervalle 
als der kleinsten uQter den hier bestimmten und nennt sie Kommata.*) 
Obgleich wir ihrer ganz entbehren können, ak man ganz einfach eine 
anschauliche Vorstellung von der Grösse eines Intervalls erhält, wenn 
man es nach Theilen des grossen ganzen Tons (der reinen grossen Se- 
cunde) bestimmt , wovon wir in § 1 7 bereits Gebrauch gemacht haben, 
so mögen doch , um die Yergleichung mit manchen Angaben der alteren 
Theoretiker zu erleichtern, hier einige der am meisten gebrauchten er- 
wähnt und in Theilen der Octave und des grossen ganzen Tons bestimmt 
werden. 



2 — 2g — < 

2g — 2f 
2 — 3q + t 

9 

2t 

i—t 

i — q + t 

2 — q — 2t 

3q—St 

i — 2q + St 

2g + 2<— 1 

2 — 2</ 

2q — t 

2 — 3g + 2< 

q + t 

Z — Sq — t 

i + q — 2t 

3< 

1 



0,50815 

0,52607 

0,56704 

0,58496 

0,61918 

0.64386 

0,67807 

0,73697 

0,75489 

0,77118 

0,78910 

0,79586 

0,81378 

0,83008 

0,84800 

0,88897 

0,90689 

0,92318 

0,94111 

0,96578 

1,00000 



Zu ihnen gehören auch schon das grosse und kleine Limma und die kleine 



Üiesis. 
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1) Das Komma der Alten, der neunte Theil des ganzen Tons, 
also = 0,01888 der Octave; es wird eingetheilt in zwei Schismata; 
ein Schisma ist also t= 0,00944 der Octave. 

2) Das syntonische Komma, das Intervall zwischen dem klei- 
nen ganzen Ton und der grossen Secunde , woftir cp = iq — t — 2 
= 0,01792 = g^ grosser ganzer Ton. Hierzu gehört die relative 

Schwingungszahl y = ^ = ^ = 2i = >|,01 250. 

3) DiegrosseDiesis, das Intervall zwischen dem syntonischen 
Komma und der tlbermässigen Prime, wofür x= 3t — 5gf + 2 =0,04097 
= ^ grosser ganzer Ton. Hierzu gehört die relative Schwingungszahl 

^, ' i\T* 2.5* 250 . AOOQj 

y = -pir- = -gl- = 243 = 1 ,02881 . 

4) Der diatonische halbe Ton, das Intervall zwischen dem 
syntonischen Komma und der kleinen Secunde , daher x = 3 — 5q 
= 0,07519 = Ys grosser ganzer Ton. Hierzu gehört die relative 
Schwingungszahl 'y = | = 5 = ?g=1 ,05350. 

5) Der verminderte kleine halbe Ton (übermässige Prime), 
das Intervall zwischen der kleinen Diesis und der übermässigen Prime, 
daher x=5t — q — 1 = 0,02468 = — grosser ganzer Ton ; wozu die 
relative Schwingungszahl y =^ = ^= ^|^^ = 1,01696 gehört. 

6) Der Drittheilston, das Intervall zwischen der grossen Diesis 
und der kleinen Secunde, daher x = iq — 4< — 1 = 0,0521 4 = 3^ 

O* 2* 3^ 

grosser ganzer Ton ; wozu die relative Schwingungszahl y = ^-^ = —^ 

= Jg = 1,03680 gehört. 

Auf das ditonische tder pythagorische Komma werden wir an einer 
späteren Stelle kommen. 

i 

§20. 

Es mag nicht unbemerkt bleiben, dass man auch ohne Logarithmen 
wenigstens zu einer genäherten Bestimmung der Intervalle gelangen 
kann. Für sehr nahe liegende Töne ist nämlich das Intervall proportional 
dem um 1 verminderten Quotienten aus der (relativen oder absoluten) 
Schwingungszahl des niedrigeren Tons in die des höheren. Denn setzt 
man in §15,(8) y' = y + y'—y. so wird ar' — a? = log^ (l + ^-y^). 
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Ist nun ^-^^^ so klein, dass seine Potenzen veniachlässigt werden können, 
so wird *) 

•woraus erhellt,, dass x' — x proportional 1 ist. Nach dieser Formel 

wird z. B. gefunden : das Intervall der kleinen Secunde mit dem Grund- 
Ion, für welches ?^^ = ,^, 0,09618 anstatt 0,09311; das der über- 
mässigen Prime, yfo^-=^ = ^, 0,05770 anstatt 0,05889; das der 
kleinen Diesis, wo ^^ = jlg. 0,03350 statt 0,03422; das syntonische 

Komma, für welches ^^j^ ?=^, 0,01781 statt 0,01792 u. s. f. Genauer 

y Ol 

können wir aus der Proportionalität von x — a? zu — — 1 in folgender 
Weise die Intervalle der in § 1 6 aufgeführten Haupttöne mit dem Grund- 
ton bestimmen. Es ist 

für das Intervall zwischen ^ — 1 



Prime und kleiner Secunde, -^ = 0,06667 

kleiner Secunde und grosser Secunde, ^ =:= 0,05469 

grosser Secunde und kleiner Terz, -^ = 0,06667 

kleiner Terz und grosser Terz, ' -^ = 0,04167 

grosser Terz und Quarte, ~- = 0,06667 

Quarte und übermässiger Quarte, ^ = 0,05469 

übermässiger Quarte und Quinte, -^ = 0,06667 

Quinte und kleiner Sexte, -^ = 0,06667 

kleiner Sexte und grosser Sexte, -^ = 0,04167 

grosser Sexte und kleiner Septime, ~^ = 0,06667 

kleiner Septime und grosser Septime, ;j^ = 0,05469 

grosser Septime und Octave, -^=0,06667 

Die Summe aller dieser Werthe ist = 0,71410. Macht man die- 
selbe , da sie offenbar dem Intervall zwischen Prime und Octave ent- 
spricht, zur Einheit und drückt 'die obigen successiven Intervalle inThei- 
len dieser Einheit aus , so sind ihre Werthe folgende : 



*) Wie sich auch unmittelbar durch Differentiation der Formel x = p— ^ ergiebt, 
wenn man cte = cd' — x und dy = y — y setzt. 
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0,09336; 0,07659; 0,09336; 0,05835; 0,09336; 0,07659; 
0,09336; 0,09336; 0,05835; 0,09336; 0,07659; 0,09336. 

Bildet man nun successiv die Summen der 2, 3, 4, ... 1 1 ersten von 
diesen zwölf Werthen, so erhält man, mit Wiederholung des ersten Wer- 
thes der Reihe , folgende Zahlen : 

0,09336; 0,16995; 0,26331; 0,32166; 0,41502; 0,49161; 

0,58497; 0,67833; 0,73668; 0,83004; 0,90663, 
die in der That die Intervalle der kleinen und grossen Secunde , kleinen 
und grossen Terz , Quarte , tibermässigen Quarte , Quinte , kleinen und 
grossen Sexte, kleinen und grossen Septime theils bis auf drei, theils bis 
auf vier Decimalen richtig darstellen. 

§21. 

Seyen z, z die absoluten Schwingungszahlen der Töne, deren 
relative y, y', und deren Intervalle mit dem Grundton x, x sind. Da nun 
— = ^ , so ist nach der im vorigen § angewandten Formel auch 

X —x = logj (l + ?^) , 

oder, wenn wir x — x = Jx und z — z=^ Jz setzen, 

^^ — log 2 • 

Diese Formel giebt an, um wie viel sich im Verhältniss zum Intervall 
der Octave das Intervall x eines Tones , dessen absolute Schwingungs- 
zahl = z, ändert, wenn sich diese Schwingungszahl um Jz ändert. Um 
die Aenderung des Intervalls x in Theilen des Intervalls des grossen 
ganzen Tons zu erhalten, sey Jx=^n, J^ , wo also n das Verhältniss 
der Aenderung von x zum Intervall des grossen ganzen Tons aus- 
drückt; alsdann wird 

Umgekehrt ergiebt sich hieraus 

108(< + t) = 0,0511 5. n. (2) 

Nach dieser Formel ist folgende Tabelle berechnet 
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33 



n 


z 




0,1 


0,01185 nahe J^ 


0,2 


0,02384 , 


4 


0,25 


0,02988 , 


4 
' 33,5 


0,3 


0,03596 , 


4 
27,8 


0,4 


0,04824 , 


4 

20,7 


0,5 


0,06066 , 


4 
' 46,5 


0,6 


0,07320 , 


4 
48,7 1 


0.7 


0,08594 , 


4 
4 4,6 


0,75 


0,09235 , 


4 
40,8 


0.8 


0,09880 , 


4 
' 40,4 


0,9 


0,11182 , 


4 
' 8,9 


1 


0,12500 = 


_ 4 
— 8 



Wenn also die Zahl der Schwingungen eines Tons sich um ihren 
achten Theil vermehrt, so erhöht sich der Ton um eine grosse Secunde, 
wenn sie sich aber um ^^ vermehrt , so erhöht sich der Ton um ^j^- der 
grossen Secunde. Die folgende Tabelle enthält eine Reihe kleinerer 
Werthe, von denen nur der erste nach der Formel berechnet ist, die 
übrigen nach einfacher Proportion aus ihm abgeleitet sind. 



Abbandl. d. K. S. Ges. d. Wissenscb. IV. 
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n 






4 

45 


0,00789 nahe ^ 


iö 


0,00592 , 


1 

' 469 


^ 


0,00474 , 


4 
' 209 


80 


0,00395 , 


4 


35 


0,00338 , 


4 

» 296 


Iö 


0,00296 , 


4 
33« 


•45 


0,00263 , 


1 
' 380 


60 


0,00237 , 


4 

' 422 


6Ö 


0.00197 , 


4 

' 508 


70 


0,00169 , 


4 

' 592 


"^ 


0,00148 , 


4 
' 676 


W 


0,00132 , 


4 
758 


400 


0,00118 , 


4 

' 847 



Das ä unsrer Stimmgabeln macht im Mittel 880 Schwingungen, 
folglich das reine g, wie sich ergiebl, wenn man mit ^ multiplicirt, 792 
Schwingungen. Das g der Tasteninstrumente aber soll, wie in §16 ge- 
zeigt wurde, um ;j^^ des ganzen Tons tiefer stehen. Setzt man daher 

in der Formel (2) n = ^, so ergiebt sich y = 0,001137, daher 
^/z = 0,900504; folglich muss das g der Tasteninstrumente, genau ge- 
stimmt, j^ einer Schwingung weniger machen als das reine g. Das reine 

— 3 • 

e macht, wie sich ergiebt, wenn man 880 mit y multiplicirt, 660 

Schwingungen. Das e der Tasteninstrumente soll aber um j^ ganzen 

Ton höher stehen. Die Formel (2) giebt ^ = 0,007936, daher 
Jz =z 5,23776; folglich muss das e der Tasteninstrumente nahe 5i 
Schwingungen mehr machen als das reine e.*) 



*) Nach Delezenne's Versuchen (s. die oben angefilhrte Abhandlung im Rectieü des 
travaux de la soc, des sc. de Lille p, 5 ff.) vermag das feinste musikalische Gehör noch 
zwei Töne zu unterscheiden, die nur um 0,2807 des syntonischen (omma's differiren, 
wenn diese Töne nicht gleichzeitig, sondern wechselsweise gehört werden. Diese 
Differenz ist =» 0,00503 der Oclave oder = ^^-r des ganzen Tons und entspricht dem 
2878ten Theil der Schwingungszahl des tieferen Tons. Nach demselben unterscheidet 
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§22. 
Die durch die Intervalle ausgedrückten Unterschiede der Töne las- 
sen sich auf eine dem Gefühlseindruck, den sie machen, entsprechende 
Weise versinnlichen. Denkt man sich nämlich das Intervall i derOctave 
mit dem Grundton als den Umfang eines Kreises, dessen Halbmesser 
also = ^ =0,15915 seyn muss, so werden alle übrigen Intervalle 
Bogen dieses Kreises , deren zugehörige Mittelpunktswinkel sich leicht 
bestimmen lassen. Denn oflFenbar ist, wenn der dem Intervall x ent- 
sprechende Winkel = tp, 

360® :w=i:x^ also w = x. 360<>. 
Hiemach ergeben sich für die dreizehn Hauptintervalle folgende Werthe 
von w, denen wir unter w die Werthe beifügen , die den durch Zwölftel 
derOctave ausgedrückten Intervallen der Tasteninstrumente entsprechen. 





w 


w 


1) Prime 


0» 0' 


0» 


2) kleine Secunde 


33« 31' 


30» 


3) grosse Secunde 


61» 10' 


60» 


4) kleine Terz 


94« 10' 


90« 


5) grosse Terz 


1 1 5» 53' 


120« 


6) Quarte 


149« 24' 


150» 


7) Übermässige Quarte 


177« 42' 


180» 


8) Quinte 


210« 36' 


210» 


9) kleine Sexte 


244» r 


240» 


10) grosse Sexte 


265» 19' 


270» 


M) kleine Septime 


298» 50' 


300» 


1 2) grosse Septime 


326» 29' 


330» 


13) Octave 


360« 0' 


360« 



dagegen das ungeübte Ohr genau nur die Hälfte dieser Differenz oder j^-^ ganzen Ton. 
Der unterschied zweier gleichzeitig gehörter Töne wird bemerkbar, wenn er 0,84 
Komma f= y^ ganzer Ton beträgt, was dem 96sten Theil der Schwingungszalil des 

tieferen Tons entspricht; er ist mehr als evident bei 1,H Komma = r-r ganzer Ton 

0,5 

oder ^ der Schwingungszahl. Grösser ist die Reizbarkeit des Ohrs bei consonirenden 
Tönen. Da^ feine Gehör der Musiker unterschied bei Delezeone eine Differenz der 
Quinte von 0,H6I Komma = ^y-r ganzer Ton, das ungeübte Ohr wieder nur die 
Hälfte. Bei der grossen Terz betrug der merkbare Unterschied nur 0,284 Komma oder 
j^ ganzer Ton. 

3* 
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Diese Werthe von w und w' mit ihren zugehörigen Bogen stellen die 
Figuren. 1 und 2 dar. Man kann in ihnen den Halbmesser nach seinen 
verschiedenen Lagen als das der Lage des Tons gegen den Grundton 
entsprechende Bild ansehen. Oc stellt dann den Grundton, Od* die kleine 
Secunde, Od die grosse Secunde, Oe* die kleine Terz vor u. s. w.; durch 
Oh, die grosse Septime, kehrt endlich in Oc, der Octave, der Ton zur 
Lage des Grundtons zurtlck. Im Uebrigen rechtfertigt sich hier die Be- 
nennung der Sexten und Septimen als umgekehrter Terzen und Secunden 
auch anschaulich. Denn lässt man den Halbmesser, nachdem er den 
ganzen Umfang des Kreises beschrieb^, umkehren, so sind die Secun- 
den und Terzen, die er dann von der Oclave aus erzeugt, die Septimen 
und' Sexten des Grundtons. Ebenso föllt die durch diese umgekehrte 
Drehung beschriebene Quarte mit der Quinte des Grundtons zusammen.*) 

§23. 

Diese Drehung des Halbmessers giebt jedoch von der Veränderung, 
welche der Ton erleidet, wenn er von dem Grundton allmälig zur Octave 
übergeht, nur ein unvollständiges Bild; denn die Octave ist bei aller 
Verwandtschaft mit dem Grundton doch ein von diesem unterscheidbarer 
Ton. Man sagt nun zwar, sie sey der Grundton in einer höheren Lage, 
ohne aber darüber eine deutliche Auskunft zu geben. Nahe genug Hegt 
hier die Bemerkung, dass, da die Aenderung der'Töne eine allmälige ist, 
diese höhere Lage nicht plötzlich , erst mit der Octave , eintreten kann, 
sondern ein stetiger Uebergang zu ihr stattfinden muss. 

Wir erhalten hierüber eine völlig genügende Aufklärung, wenn wir 
der Gleichung y •= 2^, die den Zusammenhang zwischen der relativen 
Schwingungszahl y eines Tons und seinem Intervall x mit dem Grund- 
ton darstellt, eine angemessene geometrische Auslegung geben. Wie 
nämlich die Werthe von x durch Bogen eines Kreises , so können die 
Werthe von y durch gerade Linien dargestellt werden, die in den End- 
punkten jener Bogen senkrecht auf der Ebene des Kreises stehen. OflFen- 
bar liegen dann diese die Werthe von y darstellenden Geraden in der 
krummen Fläche eines Cylinders, der jenen Kreis zur Basis hat, ihre 
Endpunkte in einer sich um den Cy linder windenden logaritli mischen 



*) Auf diese bildliche Darstellung hat uns eine Stelle in Newton's Optik (Lih. L 
Pars IL Prop. VI) geleilet, auf die wir im 11. Anhang zurückkommen. 
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Spirale. Da für a; = 0, y = 1, so ist der Abstand des dem Gnindlon 
entsprechenden Punktes dieser Spirale von der Basis desCylinders ^^1; 
und da flir a; = 1, y = 2, so ist der Abstand des der Octave entspre- 
chenden Punktes doppelt so gross. Jeder zwischenliegende Ton , für 
welchen immer 1 > a; > und 2 > y > 1 , hat seinen entsprechenden 
Punkt in der Spirale. Hiernach stellen also x und y die Coordinaten einer 
logarithmischen Spirale auf der Fläche eines geraden Cylinders dar, und 
kann y als die absolute Höhe des Tons, x als seine Abweichung 
von der Richtung des Grundtons bezeichnet werden. 

§24* 

Setzt man y — 1 = w, so drückt u die relative Höhe des durch 
die relative Schwingungszahl y gegebenen Tons in Bezug auf die Höhe 
seines Grundtons, oder kürzer die E r h e b u n g des Tons über den Grund- 
ton aus; dann ist also 

M = 2^ — 1 . 

Die Werthe von u werden dargestellt durch die Abstände der Punkte 
der Spirale von der Ebene des Kreises, die parallel zu der Ebene der 
Basis durch den Punkt der Spirale gelegt wird, welcher dem Grundton 
entspricht; oder x und y sind die Coordinaten der Spirale, welche sich 
auf diesen der Basis parallelen Schnitt des Cylinders beziehen. 

Dies veranschaulicht Figur 3 , in der c e^g^h c den eben bezeich- 
neten Kreis, c e g h c die Spirale auf der Cyhnderfläche perspectivisch 
darstellt. Wie mau leicht erkennt, bezeichnen die Buchstaben c, d*, d, 
e*, e u. s. w. die den gleichnamigen Tönen in der Spirale entsprechenden 
Punkte; die Bogen cdj, cd^, ce\, ce^ u. s. f. oder die ihnen zugehörigen 
Mittelpunktswinkel cOd\, cOd^, cOe\, cOe^ u. s. w. stellen die Abweichun- 
gen der Töne dj , d, , ej , e^ u. s. w. von der Richtung des Grundtons c 
oder die Intervalle dar; femer die Geraden d*d*, dd^, c*ej, ee^ u. s. w. 
die Erhebungen derselben Töne über den Grundton. Die Töne selbst 
endlich, deren Verschiedenheit von dem Grundton hiernach eine aus der 
Abweichung und Erhebung zusammengesetzte ist, werden nach 
beiden Unterschieden ihrer Lage gegen denselben dargestellt durch die 
Linien id\ 2d, 3e*, 4e u. s. f., die den Halbmessern OrfJ, Od,, OeJ, Oe^ 
u. s. f. des Grundkreises resp. parallel sind. Der Octave entspricht also 
die Linie i2c, welche der Oc parallel ist. Man kann demnach sagen, 
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dass die Octave zwar nicht mit dem Grundton zusammenfällt , aber des- 
sen nttpbsler paralleler Ton ist. 

Nach dieser Darstellung ist nun das der steligen Aufeinanderfolge 
der Töne entsprechende Bild nicht sowohl die logarithmische Spirale 
auf der Cy linderfläche , als vielmehr die Schrauben fläche, 'Welche 
ein Halbmesser des Gy linders beschreibt, wenn er in der Axe des Cy- 
linders sich erhebt und sich zugleich um dieselbe dreht, und zwischen 
Erhebung und Drehung die Relation ti = 2* — 1 , oder was dasselbe, 
X = log, (1 + u) stattfindet. Hebt man, wie in der musikalischen Ton- 
folge c, d, e, /*, g, a, h, c geschieht, nur eine bestimmte Anzahl von To- 
nen, mit Ueberspringung der zwischenliegenden, aus, so geben die 
ihnen entsprechenden Linien das Bild einer Wendeltreppe. Die Ausdrücke 
Tonleiter, Tonstufen sind also, wenn man zugleich an die Win- 
dung der Leiter denkt, in der That sehr treflend gewählt. 

Fig. 4 stellt in verkleinertem Massstab der Höhen den auf den Axen- 
schnitt des Cylinders projicirten Lauf der Spirale der Töne durch mehrere 
Octaven dar. Da die relative Schwingungszahl der ersten unteren 
Octave des Grundtons der Spirale = y ist, so nimmt die zu dieser füh- 
rende Windung hinsichtlich der Höhe einen halb so grossen Raum ein 
als die Windung, welche vom Grundton zur ersten oberen Octave 
führt. Aus gleichem Grunde nimmt die von der ersten zur zweiten 
unteren Octave führende Windung den vierten Thefl des Raums der 
ersten obern ein ; dagegen streckt sich die Windung von der ersten obern 
Octave zur zweiten obern durch einen doppelt so grossen Raum als der 
ist, welchen die Windung zwischen dem Grundton und der ersten obern 
Octave einnimmt u. s. f.*) 



*) So viel mir bekannt, hat zuerst W. Opelt (Ueber die Natur der Musik. Plauen 
und Leipzig, 1831. S. 13) die obige Zylindrische Spii^Ie zur VersinniichuDg der Tod- 
reihe benutzt. Von der Schraubenfläche , die mir das Bild erst zu vervollstäadigen 
scheint, macht er keinen Gebrauch. 
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m. 

VON DER NOTHWENDKiKEIT DER TEMPERATUR ÜBERHAUPT, 
INSBESONDERE DER GLEICHSCHWEBENDEN. 

Die Musik ist, schon um der Leichtigkeit ihrer Ausübung willen, 
genöthigt, sich auf eine massige Anzahl von Tönen zu beschränken. 
Bei der Auswahl derselben geht sie von der Tonreihe aus , welche die 
diatonische Du r-Scala heisst und als die einfachste natttrUch-wohl- 
geftillige Tonfolge (die Grundlage aller Melodie) betrachtet wird. Sie 
besteht bekanntlich aus dem Grundton oder der Prime, grossen Secunde, 
grossen Terz, Quarte, Quinte, grossen Sexte, grossen Septime und 
Octave. An sie schliesst sich die diatonische Moll-Scala an, deren 
Bau, wenigstens nach der gewöhnlichen Ansicht, sich dadurch von der 
Durscala unterscheidet, dass beim Aufsteigen von der Prime zur Octave 
die kleine Terz an die Stelle der grossen , beim Herabsteigen von der 
Octave zur Prime aber überdies noch die kleine Septime und Sexte resp. 
an die Stelle der grossen Septime und Sexte tritt. Die moderne Musik 
verlangt aber noch weiter, dass die zum musikalischen Gebrauch aus- 
gewählten Töne von der Art seyn sollen , dass von jedem derselben, 
wenn er zum Grundton oder zur Octave eines Grundtons gemacht wird, 
mittels der ausgewählten Töne auf- und' abwärts sowohl eine Dur- als 
eine Mollscala sich darstellen lässt. Der Bezeichnung nach unter- 
scheidet die Musik mindestens 21 (mit Einschluss der Octave 22) Töne, 
nämlich die sieben Hanpttöne C, D, E, F, G, A, H und die zwischen 
liegenden erhöhten und erniedrigten C*^, D^, £*, F^, fi^, A\ fl*; D*, E^, 
F^, G*, A*, jy*, c*, die in den gangbaren Dur- und Moll-Tonarten vor- 
kommen. Die ungewöhnlicheren Tonarten machen doppelte Erhöhungen 
und Erniedrigungen der Haupttöne nothwendig upd würden also die 
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Zahl der Töne vermehren. Ob die erhöhten und erniedrigten wirkhch 
oder nur der Bezeichnung nach von einander verschieden sind , lassen 
wir zunächst unerörtert, eben so dies, wie gross ihre Verschiedenheit 
von den Haupttönen ist, aufweiche sie sich beziehen. Beides wird sich 
von selbst aus den Stellen ergeben, die sie in den Scalen der Tonarten 
einnehmen, in denen sie sich als nothwendige Mittelglieder zwischen 
den Haupttönen einschalten. Denn diese Stellen bestimmen vermöge des 
Gesetzes der Tonleitern* ihr Intervall und ihre relative Schwingungszahl 
in Bezug auf den Grundton der Tonart und können daher als die Defi- 
nitionen der in jeder Tonart vorkommenden erhöhten und erniedrigten 
Töne betrachtet werden. 



§26. 

Setzen wir nämlich , um die Grössen der Intervalle , anstatt durch 
Decimalbrüche , einfacher durch ganze Zahlen auszudrücken , das Inter- 
vall der Octave mit dem Grundton = 1000, so erhalten die Intervalle, 
welche die D u r- Tonleiter bilden, folgende Werthe: 

gr. Secunde, gr. Terz, Quarte, Quinle, gr. Sexte, gr. Septime, 
170 322 415 585 737 907 

deren Genauigkeit, da ein Tausendtel der Octave = ^ des ganzen 
Tons, für unsern Zweck vollkommen zureichend ist. Eben so sind dann 
die Werthe der Intervalle, welche die Moll-Tonleiter charakterisiren, 
folgende: 

kleine Terz , kleine Sexte , kleine Septime 
263 678 830 

Wir können nun hieraus flir jede Tonart , in welcher das Intervall 
des Grundtons mit dem absoluten Grundton C gegeben ist, die Intervalle 
finden, welche die Töne ihrer Dur- und MoU-Scala mit C bilden, wenn 
wir das Intervall des Grundtons successiv zu den obigen Intervallen der 
grossen Secunde, grossen (kleinen) Terz, Quarte, Quinte, grossen (klei- 
nen) Sexte , grossen (kleinen) Septime addiren, und, wenn wir die Töne 
in der gewöhnlichen musikalischen Weise bezeichnen, die Intervalle der 
erhöhten und erniedrigten Haupttöne mit C bestimmen, woraus sich dann 
auch ihre relativen Schwingungszahlen ableiten lassen. Wir führen dies 
zuerst in Bezug auf die erhöhten Töne aus. 
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i) Für C-dur ist 
C = 0, I)=170, ^=322, F=:415, G = 585, A = 737, 

JI=907. 

2) FürC-dur wird durch Addition von 585 zu diesen Scalcn- 
werthen 

G=585, A=755, H=S01, c = 1000, d = >H70, c= 1322, 

/^=U92; 
wodurch /^ bestimmt ist und F* = 492 folgt, zugleich aber auch er- 
hellt, dass hier A einen um 18 höhern Werth hat als in C-dur. 

3) Für fl-dur wird eben so 

fl = 170, E=^ 340, F» = 492, G = 585, A = 755, JI=907, 

c»= 1077; 
wo F^ denselben Werth wie in G-dur hat, und C^ = 11 wird, E aber 
einen um 1 8 höhern Werth erhält als in C- und G-dur. 

4) Für A-dur ergiebt sich, wenn nach C-dur A = 737 gesetzt 
wird, 

A=:737, H=901, c»=l'059, d=1152, c = 1322, 
/i>=1474, ^=4644, 
also C« = 59 , F« = 474, G« = 644; zugleich D = 1 52. 

5) Für F-dur wird, vorausgesetzt, dass E = 322, 
F=322, F«=492, G«=:644, A = 737, Ä=907, 

c«=1059, d<^=1229; 
also C» = 59 wie in A-dur, D« = 229, F« = 492, wie in G- und 
D-dur, G* = 644, wie in A-dur. 

6) Für Jl-dur wird 

Ä=907, c»= 1077, (i» = 1229, e= 1322, f^ = 1492, 

^=1644, a« = 1814; 

also C» = 77, wie in fl-dur; D<* = 229, wie in F-dur; F» = 492, 

wie in C-, D- und F-dur; G^ = 644, wie in A- und F-dur; A^ = 81 4. 

7) Für Fw-dur ergiebt sich eine doppelte Reihe von Bestimmun- 
gen, je nachdem F^= 474 oder = 492 gesetzt wird, von denen keine 
der andern vorgezogen werden kann , indess wir in A-, F- und fl-dur, 
da diese Grundtöne fest bestimmt sind, die Werthe A = 755, F = 340, 
/> = 152, die sich aus G-, D- und A-dur ergeben, zum Grunde zu 
legen nicht wagen konnten. Es ist daher entweder 

F'»=474, G« = 644, A«=796, Ä=889, c»=1059, 
d»= 1211, e»= 1381; 
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woraus die neuen Bestimmungen von A* = 796, H^ 889 and fl* = 2 11 
folgen und £* = 381 sich ergiebt; oder es ist , 

F»=492, G« = 662, A«=8U, ff =907, c«=1077, 
#= 1229, e»»=1399; 
wo E* = 399 wird , "die übrigen Bestimmungen aber mit zuvorgefun- 
denen übereinstimmen. 

8) Eben so ergiebt sich für Cis-dur eine Doppelscala, nämlich 
entweder 

C»=59, D« = 229, £^=381, F« = 474, G« = 644, 
^«=796, fl« = 966; 
wo nur U* = 966 neu ist; oder es wird 

C»=77, l>» = 247, £» = 399, F»=492, G» = 662, 
A«=8U, Ä« = 984; 
wo also D* = 247, H* = 984, die übrigen Werthe nicht neu sind. 

Untersuchen wir die Moli -Tonarten, welche auf erhöhte Töne fuh- 
ren , so ergiebt sich 

9) Für.A-moll 

A = 737, jy=907, c=1000, d=H52, e=1322, 
/•=1415, ^ = 1567; 
wo G = 567 eine neue Bestimmung ist. 

10) Für^-moU wird 

F=322, F«=492, G = 585, .1 = 737, Ä = 709, 
c = 1000, d=1152; 
woraus keine neuen Bestimmungen folgen. 

11) Für ff-moll wird 

ff =907, c«=1077, d=1l70, e=1322, /^=1492, 
g= 1585, a = 1737; 
woraus ebenfalls nicht Neues folgt. 

12) Fw-moll giebt für F» = 474, 

F»=474, G« = 644, .1 = 737, H=889, c«=1059, 
d=1152, e=1304; 
wo nur F = 304 n^u ist; für F» = 492 aber wird 

F«=492, G« = 662, il = 755, H=907, c«!=1077, 
d=1170, e = 1322; 
worin keine neue Bestimmung enthalten ist. 
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13) Cw - m 1 1 giebt entweder 

C« = 59. Z)« = 229, £=322, F«=474, G« = 644, 
A = 737, jy=889; 
oder 

= 77, jD« = 247, £ = 340, F»=^492, G» = 662, 
A = 755, ir=907; 
welche Werthe sämmtlich nicht neu sind. 

1 4) Ftlr Gis-moll wird entweder 

G«=644, A«=8i4, JI=907, c» = 1059, (i»=1229, 
6 = 4322, P = U74; 
oder 

G«=662, A«=832, JI=925, c«=1077, d»=i247, 
(> = >I340, p=i492; 
wo A* = 832 und H = 925 neue Bestimmungen sind. 

15) Dl« -m oll endlich giebt entweder 

D« = 2ii, £»=381, F<>=474, G«=626, A« = 796, 
ir=889, c»=104l; 
wo G» =: 626 und C» = 41 neu sind; oder 

D« = 229, £« = 399, F<^=492, G« = 644, A» = 814, 
Ä=907, c»=1059; 
wo keine neuen Werthe erscheinen; oder endlich 

D« = 247, £«>=417, F« = 510, G« = 662, A» = 832, 
jy=925, c» = 1077; 
wo £*^ 11=: 417 und F« = 510 neue Bestimmungen sind. 

OflFenbar könnten auch die aufgefundenen dritten Werthe von C*, 
F*, G* in den gleichnamigen Dur- und Moll-Tonarten zu Grunde gelegt 
werden , was wiederum zu neuen Bestimmungen führen würde. 

§27. 

Versuchen wir in gleicher Weise die Bestimmung der erniedrigten 
Haupttöne. 

1) F-dur giebt 

F=415, G = 585, A = 737, ff* = 830, c= 1000, 
d=1152, e=1322; 
wo //* =: 830 , alles Uebrige schon bekannt ist. 
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2) Für JB-dur wird 

fl* = 830, 0=1000, d='l152, e* = 1245, f=H\b, 
g= 1567, = 1737; 
woraus £* = 245 folgt; die übrigen Bestimmungen sind nicht neu. 

3) Für £^s-dur wird 

£* = 245, F=415, G = 567, ^* = 6G0, ff* = 830, 
c = 982, d = H52; 
wo il* = 660 und c = 982 neu sind. 

4) Für .As-dur wird 

A* = 660, tf* = 830, c=982, d* = 1075. e'' = 1245, 
/•=1397, 9 = 1567; 
woraus folgt D* = 75, F= 397. 

5) Für fles-dur ergiebt sich 

D* = 75, £* = 245, F = 397, G* = 490, A* = 660, 
Ä* = 812, c = 982; 
also G*= 490, ff* = 812. 

6) Für Ges- dur wird 

G*=490, il* = 660, ff* = 812, c* = 905, d*= 1.075, 
e* = 1227, /•=1397; 
wo c* = 905 und F* = 227 neu sind. 

Die gefundenen zweiten Werthe von E^ = 227 und ff* = 812 
könnten wieder in Es-dur und jB-dur zum Grunde gelegt werden. Wir 
übergehen jedoch die Ausführung und wenden uns zu den Moll-Ton- 
arten. Hier giebl 

7) ß-moU 

D = 170, £=340, F=433, G=585, A = 755, 
ff* = 848, c= 1000; 
wo F = 433 und ff* = 848 neu sind. 

8) 6-mollgiebt 

G=585, il = 755, ff* = 848, c=1000, d=1170, 
e*=1263, /'=1415; 
woraus folgt £* = 263. 

9) Für C-moU wird 

C = 0, ff = 170, F* = 263, F=415, G = 585, A* = 678, 

ff* = 830; 
wo A* = 678 neu ist. 
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10) Für F-m'oll wird 

F=41ö, G = 58ö. il* = 678, //*=830, c=1000. 
d*=i093, e*= 1245; 
also /)* = 93. 

H) Für ß-moll wird cntwetier 
//* = 830, c=IOOO, d*=1093, c*=1245, /•=14I5, 
<;* = 1508, a*= 1660; 
wo G* = 508 neu ; oder 

ff* = 848, c = 1018, d*=1111; e*=1263, /"= 1433, 
^*= 1526, 0*= 1678; 
woc = 1018, J)*= 111, G* = 526 neu. 

12) Für Es -moU wird entweder 

£* = 227, F=397, G*=490, A* = 642, //* = 812, 
c* = 905, (i* = 1057; 
wo 4* = 642 und D* = 57 neu sind; oder 

F* = 245, F=415, G*=508, 4* = 660, //* = 830, 
c* = 923, d* = 1075; 
wo c* ^ 923 neu ; oder 

£* = 263, F=433, G* = 526 , ^* = 678, //* = 848, 
6* = 941, d* = 1093; 
wo c* = 941 neu ist. 

1 3) Für As-moll endlich ist entweder 

A* = 642, //*=812, c* = 905, d* = 1057, e*=1227, 
/•* = 1 320, j* = 1 472 ; 
woraus folgt F*= 320 und G*= 472; oder 

A*=660, //* = 830, c*= 923, d''=1075, e* = 1245, 
/•*=1338, /= 1490; 
woraus P= 338; oder 

A* = 678, ff* = 848, c*=941, d*=1093, c* = 1263, 
/•*= 1356, </* = 1508; 
woraus ^=356. 

Es könnten nun wieder die aus den Moll- Tonarten gefundenen 
neuen Bestimmungen den Dur -Tonarten zum Grunde gelegt werden, 
was abermals auf neue Werthe führen würde. Unser Zweck ist jedoch 
schon durch die gewonnenen Resultate völlig erreicht. 

§28. 
Es zeigt sich nämlich , dass sich die Intervalle zwischen den er- 
höhten und erniedrigten Haupttönen und dem Grundton, folgUch auch 
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ihre relativen Schwingungszahlen gar nicht schlechthin, sondern 
nur bedingungsweise bestimmen lassen, nämlich unter der Voraus- 
setzung, dass die.Scala einer oder der andern Tonart, in der sie 
vorkommen, rein sey, d. h. aus reinen Intervallen bestehe. Es erhellt 
nun aber aus dem Vorstehenden, dass wenn jeder dieser Töne nur 
einen Werth hat, diese Heinheit für alle Tonarten zugleich 
unmöglich ist, ja dass dieselbe sogar für die Haupttöne mehrfache 
Werthe erfordern würde, so dass dieselben Tonbezeichnungen, je nach 
der Verschiedenheit der Tonarten, verschiedene Bedeutung haben müss- 
ten. Die Reinheit aller Tonarten ist also eine Forderung, der in prak- 
tisch ausführbarerweise nicht Genüge geleistet werden kann. Es kommt 
daher zunächst in Frage, ob sich aus den gefundenen mehrfachen 
Werthen der erhöhten und erniedrigten Haupttöne eine solche Auswahl 
treffen lässt, dass die Abweichungen von der Reinheit , die dadurch in 
den meisten Tonarten entstehen müssen , dem musikalischen Gehör ent- 
weder unmerklich oder doch erträglich sind. 



§29. 

Eine Auswahl dieser Art bietet nun zunächst folgende Tabelle dar, 
die sich , soweit sie die relativen Schwingungszahlen (y) betriflft (denen 
wir die Intervalle {x) beigefügt haben), in allen physikalischen Lehr- 
büchern und akustischen Schriften, mit geringen Modificationen in ein- 
zelnen Bestimmungen, wiederholt. 



C 

c« 

D 

m 

E 
P 
F 



y 


X 




y 


X 


1 =1,000 


0,000 


G* 


f -1,440 


0,526 


|f= 1.042 


0,059 


G 


4 -1,500 


0,585 


if = 1,067 


0,093 


G» 


4^-1,562 


0,644 


T ^.^25 


0,170 


A" 


4 — 1,600 


0.678 


l^-^.<57 


0,211 


A 


j- —1,667 


0,737 


} —1,200 


0,263 


A« 


;V- 1.736 


0.796 


f —1,250 


0,322 


H' 


-^ = 1.778 


0,830 


f <.280 


0,356 


H 


7 —1,875 


0,907 


i- =1,333 


0,415 


c* 


** =1,920 


0,941 


ii 1,389 


0.474 


c 


2 —2,000 


1,000 
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Man kann aus ihr für jede Tonart die Grösse der die Dur- und MoU- 
scala bildenden Intervalle bestimmen, wenn man das Intervall des Grund- 
tons von den Intervallen der Töne, welche von ihm die grosse Secunde, 
kleine und grosse Terz u. s. w. sind, subtrahirt. Hierdurch ergeben sich 
folgende zwei Tabellen, in denen wieder zur Vereinfachung das Inter- 
vall der Octave = 1 000 angenommen ist. 

I. Dur. 



Gnindton 


ttr. Secunde 


gr. Terz 


Quarte 


QDinte 


gr. Sexte 


gr. Septime 


c 


170 


322 


415 


585 


737 


907 


G 


i52 


322 


415 


585 


737 


889 


D 


152 


304 


415 


567 


737 


889 


A 


170 


322 


433 


585 


737 


907 


E 


152 


322 


415 


585 


737 


889 


H 


152 . 


304 


415 


567 


737 


889 


F« 


170 


322 


433 


585 


737 


882* 


C« 


152 


297* 


415 


585 


737 


882** 


F 


170 


322 


415 


585 


755 


907 


H" 


170 


340 


433 


585 


755 


907 


£» 


152 


322 


415 


567 


737 


907 


A" 


152 


322 


415 


585 


737 


907 


D" 


170 


322 


433 


585 


737 


907 


G" 


152 


304 


415 


567 


737 


889 



11. Moll. 



GrandtoD 


pr. Secunde 


kl. Terz 


Quarte 


Quinte 


Itl. Sexte 


kl. Septime 


A 


170 


263 


433 


585 


678 


848 


E 


152 


263 


415 


585 


678 


848 


H 


152 


263 


415 


567 


678 


830 


F» 


170 


263 


433 


585 


696 


848 


C* 


152 


263 


415 


585 


678 


848 


c» 


152 


263 


415 


567 


678 


830 


D» 


145 


263 


433 


585 


696 


848 


D 


152 


245 


415 


567 


■660 


830 


G 


152 


245 


415 


585 


678 


830 


C 


170 


263 


415 


685 


678 


830 


F 


170 


263 


415 


585 


678 


848 


H' 


170 


263 


433 


585 


696 


848 


& 


152 


263 


415 


567 


678 


830 


A» 


152 


263 


415 


585 


678 


848 



*) Es ist hier, so wie in Tab. II, angendinmeD, dass £^, was in der obigen Tabelle 
übergangen wird, = P* sey, was ein von den übrigen Bestimmungen der grossen Terz 
weniger abweichendes Resultat giebt als die Annahme, dass E^ *=m F sey. 

**) Hier ist , wie in Tab. II, angenommen , dass das in der Tabelle übergangene 
jp =3 c^ und nicht = c sey, da erstere Annahme besser mit den übrigen Werlhen der 
grossen Septime übereinstimmt. 
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§30. 

Von diesen Tabellen zeigt nun die erste nur in C-dur eine Scala, 
deren Intervalle rein sind. Von dfen übrigen Dur-Tonarten sind die Sca- 
len in G-dur und JE'-dur, in A-dur und Des-dur, in Z)-dur, ff-dur und 
Ges-dur unter einander völlig gleich, und zwar weichen E-dar und 
G-dur in der grossen Secunde und grossen Septime, A-dur und Des-dur 
nur in der Quarte, D-dur, /f-dur und Ge«-dur aber in der grossen Se- 
cunde, grossen Terz, Quinte und grossen Septime von der reinen C-dur- 
Scala ab. Was die andern einzeln stehenden Tonarten betrifft, so weicht 
F-dur nur in der grossen Sexte, As-dur nur in der grossen Secunde, 
Fis-dur in der Quarte und grossen Septime , Ci«-dur in der grossen Se- 
cunde , grossen Terz und grossen Septime , Ä-dur nn der grossen Terz, 
Quarte und grossen Sexte , Es-dnv in der grossen Secunde und Quinte 
von der Reinheit ab. 

Die zweite Tabelle zeigt hur C-moll rein. Von den anderen Moll- 
tonarten sind die Scalen in £-, Cis- und As-moW, in Fis- und jB-moll, in 
H-, GiS' und Es-moll unter einander gleich, und zwar weichen F,- Cis- und 
A«-moll in der grossen Secunde und kleinen Septime , Fis- und jB-moll 
in der Quarte, kleinen Sexte und kleinen Septime, H-, Gis- und Es-moW 
in der grossen Secunde und Quinte von der reinen Mollscala ab. Was 
die übrigen Tonarten betriffl, so weicht von der Reinheit ab F-moU in 
der kl. Septime, A-moll in der Quarte und kl. Septime, G-moIl in der 
grossen Secunde und kleinen Terz, Z)-moll in der grossen Secunde, 
kleinen Terz, Quinte und kleinen Sexte, Dis-moll in der grossen Secunde, 
Quarte, kleinen Sexte und kleinen Septime. 

Untersuchen wir die Grösse dieser Abweichungen , so finden wir 
die der grossen Secunde in Dis-moll = 0,025 der Octave d. i., da 0,1 70 
der grosse ganze Ton, = ^ des ganzen Tons , in allen übrigen abwei- 
chenden Tonarten = 0,018 der Octave, nahe = ^ ganzer Ton, was 
nach § 1 9 dem syntonischen Komma entspricht. Die Abweichung der klei- 
nen Terz von der Reinheit ist in D- und G-moll = 0,01 8 Octave, entspre- 
chend dem syntonischen Komma. Die grosse Terz ist in D-dur, fl-dur und 
Ges-dur um ein syn tonisches Komma tiefer, in Ä-dur um eben so viel höher 
als die reine, in Cis-dnr steht sie um 0,023 Octave = j^ ganzen Ton tiefer. 
Alle abweichenden Quarten stehen um ein synlonisches Komma höher, 
alle abweichenden Quinten um ebensoviel tiefer als die reinen. Um 
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dasselbe Komma steht die kleine Sexte in Z)-moll gegen die reine zu tief, 
in Fw-, Dis- und jB-moU zu hoch ; .desgleichen steht die grosse Sexte 
um ebensoviel in F- und Ä-dur zu hoch. Die abweichende kleine Septime 
steht durchgängig um ein syntonisches Komma höher als die reine ; die 
grosse Septime endlich steht in Fis- und Cw-dur um 0,025 Octave 
= g-g ganzer Ton , in den übrigen abweichenden Tonarten um ein syn- 
tonisches Komma zu tief. 

Diese Abweichungen, von ^ und ^ ganzer Ton sind viel zu be- 
trächtlich, als dass sie nicht dem musikalischen Gehör, zumal bei Quar- 
ten und Quinten, anstössig seyn sollten. Man kann daher behaupten, 
dass die obigen akustischen Bestimmungen, ausser in C-dur und 
C-moll; keine einzige ganz befriedigende Scala geben, da- 
her musikalisch unbrauchbar sind. Eine andre Auswahl unter 
den gefundenen mehrfachen Werthen der erhöhten und erniedrigten 
Töne würde zwar für mehrere Tonarten bessere, für andere aber immer 
wieder mangelhafte Scalen geben.*) 

§31. 

Erhellt nun hieraus die Unmöglichkeit , bei der Annahme von 1 9 
verschiedenen Tönen Werthe derselben zu finden, welche in allen Ton- 
arten reine Scalen geben, so besteht diese Unmöglichkeit fort, auch wenn 
2i Töne unterschieden werden, nämlich E^ und H^ selbständige Werthe 
erhalten, was nur auf Fw-dur, Cis-dur und DtVmoll Einfluss hat. Noch 
viel weniger aber kann von reinen Scalen die Rede seyn, wenn sich die 
Zahl der Töne, wie dies auf den Tasteninstrumenten der Fall ist, auf 1 2 
reducirt. Es bleibt also nur übrig zu versuchen , ob sich die Intervalle 
der die Scalen bildenden Töne, und mit ihnen ihre relativen Schwingungs- 
zahlen so abändern lassen, dass mit Aufopferung der völligen Rein- 
heit in allen Tonarten eine- genäherte Reinheit der Scalen erhalten 
wird. Diese nothwendige Abänderung der Tonbestimmungen heisst nun 
bekanntlich die Temperatur der Töne. Je nachdem durch sie das In- 
tervall eines Tons mit dem Grundton grösser oder kleiner gemacht wird 
als das reine, sagt man dass der Ton aufwärts oder abwärts 
schwebe. Die Temperatur kann nun entweder so beschaffen seyn, 
dass einige Tonarten durch sie reiner werden als die andern , oder von 



*) Vgl. hierüber den I. Anhang. 

AbbtDdl. d. K. S. Ges. d. Wissensch. IV. 
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der Art, dass alle Tonarten gleichviel von der Reinheit abweichen , also 
in allen Tonarten die gleichnamigen Intervalle von den reinen gleichviel 
verschieden sind. Die erstere Art der Temperatur heisst die ungleich- 
schwebende, die andre die gleichschwebende. Wir woUen zu- 
nächst diejenige ungleichschwebende Temperatur in einfacher Weise ab- 
leiten, die vor allen andern für die beste gilt, die Kirnbergersche. 

§32. 

Beschränkt man sich auf die zwölf Töne der Tasteninstrumente und 
setzt also (? = D\ D^ = E\E^ = F, F' = E, F^ = G\ (? = A*, 
A^ = H^, H^ = c, c^ = H, so bleiben nur zwölf Tonarten in Dur und 
in Moll übrig, nämlich C-, G-, fl-, A-, E-, ff-, F-, Ä-, Es-, As-, Des-, 
Ge«-dur, und A-, E-, fl-, F«-, Cw-, Gw-, D-, G-, C-, F-, Ä-, F^f-moII. 
Da nun die Intervalle der sieben Haupttöne vollkommen sicher bestimmt 
sind, so kommt es vor Allem darauf an , ihre akustischen Werthe mög- 
lichst beizubehalten und dennoch fllr die nach ihnen benannten Ton- 
arten möglichst reine Scalen zu finden. Vergleicht man nun zunächst die 
in § 20 und 27 gefundenen Scalenwerthe fllr C-, G-, D-, F- und F-dur, 
so wie für F-, H-, D- und G-moll, so zeigt es sich , dass wenn in allen 
diesen Tonarten die Scalen rein seyn sollten , in C-, F-, und F-dur, so 
wie in F- und /f-moU A = 0,737, dagegen in den übrigen Tonarten 
A == 0,755 seyn müsste. Wir werden nun für alle diese Scalen in 
Bezug auf A eine genäherte Reinheit erhalten, wenn wir das Mittel aus 
diesen Werthen, mit Berücksichtigung der Zahl ihres Vorkommens, neh- 
men, was = y (5.0,737 + 4.0,755) = 0,745 ist. Hierzu gehört die 
relative Schwingungszahl 1 ,676, die von 1 ,677 = ^ nur wenig differirt. 

Durch Annahme dieses Werthes von A' wird nun in A-dur 
C^ = 0,067, F^ = 0,482, G« = 0,652. Da nun in D-dur, #-dur und 
/f-moll C» = 0,077, dagegen in F-dur (ß = 0,059 ; da femer D* = C» 
in F-moll = 0,093 , so ergiebt sich im Mittel C^ = D* = {- (0,059 
+ 0,067 + 3 . 0,077 + 0,093) = 0,075, wozu die relative Schwingungs- 
zahl des diatonischen halben Tons (§ 1 9) |^ gehört. 

Ferner ist in F-dur und ff-dur D^ = 0,229, in G-moll und C-moll 
E' = 0,263, in F-moll aber F* = 0,245. Hieraus folgt im Mittel 
D« -= F* = I (2 . 0,229 + 0,245 + 2 . 0,263) = 0,246 , wozu die. re- 
lative Schwingungszahl 1,186 gehört, welche p = 1,185 nahe kommt. 



Digitized by 



Google 



ÜBER MUSIKALISCHE TONBESTIMMCNG UND TeHPERATUR. 



51 



Weiter ist in G-dur, D-dur, jE-dur, Ä-dur, jE-moU und H-moW 
F*= 0,492. inil-dur, wie bemerkt, F^ = 0,482; daher im Mittel 
F* = G* = y (0,482 + 6 . 0,492) = 0,491 , wozu die relative Schwin- 

guDgszabl 1,405 gehört, die nahe gleich ^ = 1,406 ist. 

In il-dur wird, wie bemerkt wurde , G^ = 0,652 , in F-dur und 
Jl-dur ist aber G^ = 0,644; in C-moU und F-moll A* = 0,678. Hier- 
aus folgt im Mittel G« = A* = | (2 . 0,644 + 0,652 + 2 . 0,678) = 0,659. 
Die zugehörige relative Schwingungszahl, ist 1,579, die nahe gleich 
^=1,580. 

Endlich ist in fl-dur A« = 0,814, inF-dur, C-moU und F-moll 
fl* = 0,830, in D-moU und G-moU aber H^ = 0,848. ffieraus folgt im 
Mittel il* = ff* = 0,833, wozu die relative Schwingungszahl 1,781 
gehört, die sich y = 1 ,778 nähert. 

Stellen vdr nun alle diese Werthe mit denen der unverändert ge- 
bliebenen Haupttöne zusammen, so ergiebt sich folgende Tabelle, in der 
die Werthe unter x genau der vorstehenden Berechnung entsprechen, 
die unter y (welche die eigentliche Kimbergersche Tainperatur dar- 
stellen) die nächsten , jenen zukommenden relativen Schwingungszahlen 
sind, X endlich die genauen Werthe darstellt, die zu den Werthen von 
y gehören. 





X 1 

1 




y' 


x 


c 


0,000 


1 


— 1,000 


0,000 


C^ — D" 


0,075 


as6 

348 


— 1,063 


0,075 


D 


0,170 


• 

8 


— 1,125 


0,170 


Dß— E" 


0,246 


sa 

87' 


— 1,185 


0,245 


E —P 


0,322 


s 

4 


— 1,250 


0,322 


&—F 


0,415 


4 
S 


= 1,333 


0,415 


F^—G" 


0,491 


45 


— 1,406 


0,492 


G 


0,585 


8 
S 


— 1,500 


0,585 


G*— A' 


0,659 


1S8 
84 


— 1,580 


0,660 


A 


0,745 


870 
461 


— 1,677 


0,746 


A^ — H" 


0,833 


46 
9 


— 1,778 


0,830 


H — c» 


0,907 


16 

8 


— 1.875 


0,907 


fl»— c 


1,000 


2 


= 2,000 


1,000 



4* 
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§33. 

Um die Güte dieser Temperatur zu prüfen , brauchen wir blos zu 
untersuchen, welche Werlhe sie den die Scalen bildenden Intervallen in 
jeder der zwölf Tonarten beilegt. Es ist zu diesem Behuf nur liölhig, 
für jeden Ton den ihm nach der vorstehenden Tabelle unter x zukom- 
menden Werth zu setzen und in jeder Tonart den Werlh des Grundions 
von denWerlhen der übrigen ihr zugehörigen Töne abzuziehen. Zur Ab- 
kürzung setzen wir auch hier die Octave = 1 000. Wir erhalten dann 
folgende Tabelle: 



Grundton 


gr. See. 


U.Terz 


gr.Terz 


Quarte 


Quinte 


kl. Sexte 


gr. Sext. 


kl. Sept. 


gr. Sept. 


c 


170 


245 


322 


415 


585 


660 


746 


830 


907 


G 


161 


245 


322 


415 


585 


660 


737 


830 


907 


h 


152 


245 


322 


415 


576 


660 


737 


830 


907 


A 


161 


254 


329 


424 


576 


669 


746 


839 


914 


E 


170 


263 


338 


424 


585 


678 


753 


848 


923 


H 


168 


263 


338 


415 


585 


678 


753 


839 


923 


F 


170 


245 


322 


415 


585 


660 


755 


830 


907 


W 


170 


263 


340 


415 


585 


678 


755 


839 


906 


m—E' 


170 


247 


340 


415 


585 


660 


755 


830 


925 


G« — 4* 


170 


254 


340 


415 


585 


662 


755 


832 


925 


C« — D* 


170 


245 


340 


417 


585 


671 


755 


832 


925 


F»— G* 


168 


254 


338 


415 


583 


678 


753 


832 


923 



Vergegenwärtigt man sich nun, dass die reinen Intervalle, der gros- 
sen Secunde = 1 70, der kleinen Terz = 263, der grossen Terz = 322, 
der Quarte = 445, der Quinte = 585, der kleinen Sexte = 678, der 
grossen Sexte = 737, der kleinen Septime = 830, der grossen Sep- 
time = 907 sind, so lässt die vorstehende Tabelle den Grad der Rein- 
heit, den nach dieser Temperatur jede Tonart hat, leicht erkennen. Nur 
in Einem Intervall weichen von der Reinheit ab C-dur (in der grossen 
Sexte), G-dur (in der grossen Secunde) , Ä-moU (in der kleinen Septime) 
und /f-moll (in der kleinen Septime), wenn wir die geringe Abweichung 
in der grossen Secunde nicht beachten. Dagegen sind schon E-dur und 
/f-dur, noch mehr Ä-, Es-, As- und De«-dur, eben so C-, G-, D-, F- 
und Des-moW wegen der Abweichungen der grossen und resp. der klei- 
nen Terz , die hier die Grösse eines syntonischen Komma's erreichen, 
sehr hart. Man kann diese Härte mildern und die Temperatur verbessern, 
wenn man die in der Tabelle des vorigen §^8 unter x enthaltenCii Werthe 
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annimmt. Noch geringer werden die anstössigen Abweichungen von der 
Reinheit, wenn man auf dieselbe Weise für E und D einen temperirten 
Werth sucht, wie dies im vorigen § für A geschehen ist, und mit Rück- 
sicht hierauf die erhöhten und erniedrigten Haupttöne bestimmt. Aber in- 
dem hiermit die härtesten Tonarten gemildert werden , vermindert sich 
die Reinheit der übrigen , zwar nicht über die erlaubte Grenze , aber 
doch so, dass der Charakter der Temperatur, der auf der fast völligen 
Reinheit mehrerer Tonarten beruht, verloren geht und dieselbe sich mehr 
einer gleichschwebenden Temperatur nähert, ohne doch deren Vollkom- 
menheit zu erreichen. 

Abgesehen hiervon bleibt aber auch noch die Ausstellung übrig, 
dass diese Temperatur den innern Zusammenhang der In- 
tervalle grossentheils zerreisst. Denn die Tabelle zeigt z.B., 
dass schon fttr die Grundtöne C, 6, D kleine Terz und grosse Sexte, 
grosse Terz und kleine Sexte sich nicht genau zur Octave ergänzen, dass 
für den Grundton D dies nicht einmal in Beziehung auf Quarte und Quinte, 
und für die Grundtöne D* und C* dies in Bezug auf dieselben Intervalle 
wenigstens nicht genau statt hat. Aehnliches findet sich bei den übrigen 
Grundtönen. Dieser Mangel ist aber, wie wir sogleich zeigen werden, 
nothwendiger Weise allen ungleichschwebenden Temperaturen gemein- 
sam und wird nur durch gleichschwebende Temperatur verhütet. 

' § 34. 

Den inneren Zusammenhang der Intervalle stellen die in § 1 8 ent- 
wickelten allgemeinen Ausdrücke derselben dar, welche die Abhängig- 
keit aller von der Octave , Quinte und grossen Terz nachweisen , und 
durch welche alle zwischen den Intervallen möglichen Beziehungen ge- 
geben sind. Zu diesen Beziehungen gehören nun die, dass die Intervalle 
der Quarte und Quinte, der Terzen und Sexten, Secunden und Septimen 
einander zum Intervall der Octave ergänzen müssen. Wir können an 
dem Beispiel der Quarte und Quinte leicht zeigen, dass dieser Zusam- 
menhang zwischen beiden nothwendig aufgehoben ist, sobald diesen 
Intervallen in verschiedenen Tonarten verschiedene Grössen beigelegt 
werden, also eine ungleichschwebende Temperatur statt findet. Aus 
§ 1 8 ergeben sich nämlich folgende allgemeine Bestimmungen der Inter- 
valle der Haupttöne mit dem Grundton C = 0. 
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ß = 2j — 1, E=t, F = i — q, G = q, A=i — q + t, 
H = q + t, c = i, d=9iq, e = i+t u.s.w. 
Hiernach ist nun in C-dur das Intervall der Quarte = i — q, das der 
Quinte = q. In G-dur ist die Quarte = c — G =1 — j , die Quinte 
z=z d — G^= q. In beiden Tonarten ergänzen sich also, welchen Werth 
auch q haben mag, die Intervalle von Quarte und Quinte zur Octave. In 
D-dur dagegen wird die Quarte =G — D =1 — q, die Quinte =A — D 
= 2 — Sq + t, wovon die Summe = 3 — 4^ + f; in A-dur wird die 
Quarte =d — A =: 3q — t — 4, die Quinte = e — A == g, die 
Summe beider also =4^ — t — 1. In diesen beiden Tonarten sind 
also die Intervalle von Quarte und Quinte zusammengenommen, nicht 
unabhängig von den Werthen, die q und t haben mögen, sondern nur 
dann gleich der Octave 4, wenn t= ^q — 2. Alsdann aber wird 
2 — 3q + t = q und 3^ — t — i =i — q; d. i. das Intervall der 
Quinte in D-dur und das der Quarte in A-dur ist so gross als die gleich- 
namigen Intervalle in C-dur und &-dur. Da nun, wenn q das Intervall 
der reinen Quinte bedeutet, q =0,585 ist, folglich dann t = 4g — 2 
= 0,340 wird, was die reine grosse. Terz 0,322 um das syntonische 
Komma ttbertriffl, so muss, wenn in den genannten vier Tonarten die 
Intervalle F— C,c— G, G—D, d — A einerseits , G — C,d — G, 
A — D , C — A andrerseits unter einander gleich seyn sollen , noth- 
wendig q einen temperirten Werth haben. Die Aufrechthaltung der Be- 
ziehung, wonach Quarte und Quinte einander zur Octave ergänzen sol- 
len, fordert also gleichschwebende Temperatur. 



§35. 

Auf dieselbe Temperatur werden wir gefUhrt, wenn wir unter- 
suchen, unter welchen Bedingungen die verschiedenen Bestimmungen, 
welche den erhöhten und erniedrigten Tönen in verschiedenen Tonarten 
zukommen, einander gleich werden. 

In G-dur ist nämlich f» = G + gr. Septime = G + g + < = 2j + '; 
derselbe Werth folgt aus D-, E- und jff-dur, E-moll und H-moU. Dage- 
gen ist in A-dur /^ = A+ gr. Sexte =A + i — g + < = 2 — iq + 2t. 
Die Gleichheit beider Werthe von f^ fordert t= iq — 2. 

In JD-dur ist c* = D ;f- gr. Septime = D + q + t = 3q'{'t — 1. 
Dasselbe giebt fl-dur und ff-moll. In A-dur aber ist c^ == A + gr. Terz 
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= A + t = i — ? + 2/. Eben so in E-dur. Die Gleichsetzung beider 
Werthe giebt t= iq — 2. 

In F-dur ist H^ = F + Quarte = F + i— q == Z — 2q; das- 
selbe giebt F- und C-moU. In D-moU ist aber IP = D + \d. Sexte 
= D + i — < = 2} — t. Die Gleichsetzung beider Werthe führt also 
wieder auf t = iq — 2. 

In C-moll ist F* = C + kl. Terz ==q — t; dasselbe folgt aus G-moII. 
In F-moü ist aber c* = F + kl. Septime =:F+2 — 2^ = 3 — Sg; 
daher F* = 2 — 3}. Auch hier giebt die Gleichsetzung beider Werthe 
< = 4} — 2. 

Durch Einführung dieses Ausdrucks von t wird nun F = ig — 2, 
A = Sq — 4 , H = 5q — 2 , so dass nun alle Haupttöne nur durch q 
bestimmt werden. 

Femer wird, nach dem Obigen, F^ = 2q + t — 1 = Gq — 3; 
C» = 3? + < — 2 = 7} — 4; H * = 2 — 2?; F* = 2 — 3?. 

Hieraus ergeben sich nun auch für die übrigen erhöhten und er- 
niedrigten Töne Ausdrücke, die nur von q abhängen. Aus A-dur folgt 
nämlich g^ =A + gr. Septime =il + g + / = i + 2t =8} — 3; 
daher C^ = Sq — 4. Aus F-dmr folgt d* = F + gr. Septime = it + q 
= 9g — 4; daher jD» == 9g — 5. Aus H-dur folgt tfi = H + gv. Sep- 
time = 5g — .2 + g + t == 10g — 4; daher A* == 10g — 5. Aus 
F«-dur ergiebt sich c*=F*+ gr.Septime =6g — 3 + g + <=11g — 5; 
daher F*^ = 1 lg — 6. Aus Cw-dur endfich folgt H^ = O^ + gr. Sep- 
time = 7g — 4 + g+< = 12g — 6. Die Molltonarten geben dasselbe. 

Eben so folgt aus F«-dur A* = F* + Quarte = 3 — 4g; aus A#- 
dur d* = A* + Quarte = 4 — 6g ; daher ß* = 3 — 5g; aus Des-dar 
G* = D* + Quarte=4 — 6g; ausGc«-durc*==G* + Quarte = 5 — 7g; 
endlich aus A«-mollf=A* + kl. Sexte =3 — 4g + 1 — < =6— 8g; 
daher F* = 5 — 8g. Die andern Tonarten, welche erniedrigte Haupt- 
töne enthalten, geben dieselben Werthe. 

Ordnen wir nun alle diese Bestimmungen nach den darin enthal- 
teneu Vielfachen von g, so ergeben sich folgende zwei von C ausgehende 
Reihen: 
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C = 



G =q F = 1 — ? 

fl = 27 — i H* = 2 — 27 

A =3^ — 4 E^ = 2 — Sq 

E =iq — i A* = 3 — 4j 

H =6q — i D* = 3 — 59 

F* = Qq — 3 G* = 4 — 67 

C« = 75 — 4 c* = 5 — 7g 

G» = Sq— i F» = 5 — 8g 
i)» = 9g — 5 
A« = 10g— 5 
£» = Hg _6 
fl»=I2g— 6 

§36. 

Diese Bestimmungen geben nun für alle Tonarten gleichnjässig fol- 
gende Werthe der die Dur- und Moll-Sealen bildenden Intervalle : 

gr. Secunde, gr. Terz, Quarte, Quinte, gr. Sexte, gr. Septime 
2g — 1 4g__2 1 — g g 3g — 4 5g — 2 

kl. Terz, kl. Sexte, kl. Septime 
2 — 3g 3 — 4g 2 — 2g. 

Hiemach ist also das allgemeine Schema der Durscala : 

0, 2g^1, 4g — 2. 1 — g, g, 3g — 4, 5g — 2, 4, 
mit der Stufenfolge 

2g — 4, 2g — 1, 3 — 6g, 2g — i, 2g — 1, 2g — 4, 3 — 5g; 
das allgemeine Schema der MoUscala (in der Form des Herabsteigens) 

0, 2g— 1, 2 — 3g, 1- g, g, 3 — 4g, 2 — 2g, ^, 
mit der Stufenfolge 

2g — 1, 3 — 5g, 2g— 1, 2g— i, 3 — 5g, 2g— 1, 2g— 1. 
In .beiden kommen also nur zwei Stufen, 2g — 1 und 3 — 5g vor. 
Das Schema der reinen Durscala dagegen ist 

0, 2g — i, t, i — q, g, i — q + t, q+t, A, 
mit der Stufenfolge 

2g — 1, i — 2q+l, i—q — t, 2g — i, ^ — 2q+t, 2g — 4, 1— g— <; 
das Schema der reinen Mollscala 

0, 2g — i, g — /, \ — q, q, i—t, 2— 2g, 1,. 
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mit der Stufenfolge 

2(/ — i, i — q — t,i—2q + t, 2</ — 1, 1 — jf— /, 1 — 2?.+ /, ^ — i. 

Die reinen Scalen enthalten also drei verschiedene Stufen, näm- 
lich 2q — 1 , 1 — iiq+ t und i — ? -^ '. von. denen die beiden ersten 
nur gleich sind , wenn t=iq — 2 , . wo dann die dritte =3 — 5q 
wird/Dass in der ungleichschwebenden Temperatur die Zahl und Grösse 
der Stufen, je nach der verschiedenen Reinheit der Tonarten, viel man- 
nichfaltiger seyn muss, liegt in der Natur der Sache und findet in der 
oben ausgeführten Kimbergerschen Temperatur seine Bestätigung. Ton- 
leitern mit üicht mehr als zweierlei Stufen, 2q — i und 3 — 5?, 
von denen die erstere grösser ist als die zweite, wenn ^f > y > 0,571 4285..., 
besitzt also nur die gleichschweb.ende Temperatur. Die grös- 
sere Stufe ist das Doppelte der kleineren nur, wenn q=z^, 

§37. • ; 

Ohne für jetzt schon zu erörtern, ob die a. E. des § 35 bestimmten 
Töne der gleichschwebenden Te^iperatur sämmtlich von einander ver- 
schieden sind oder zum Theil zusammenfallen, geht aus jenen Ausdrücken 
hervor, dass bei dieser Temperatur, welchen Werth auch immerhin das 
bitervall der temperirten Quinte q haben mag, sämmtliche Töne durch 
Fortschreitungen nach Quinten und Quarten (unteren Quinten) bestimmt 
werden können. Schreiben wir^ nämlich um der grösseren Einfachheit 
willen statt c, c, e, . . . , c2, J, J . . . u. s. w. o^ , c^, o, . . . , fi{| , cl|, c^ . . . 
u. s. w. , so erhalten vnr aus jenen Formeln folgende Bestimmungen : 

C = 0, G = g,.il=2g, a = 3q, <?^ = 4g, ä, = 5?, /^ = 6jf, 
cj{ = 7}, ^ = 8}, di = 9q, öj=10gf, ßj=11?, AJ=12?; 

andrerseits, wenn wir zur Abkürzung 1 — 9 = 9 setzen, 

F=q\ H' = iq\ e' = 3q\ a* = iq\ dj = 5q\ g^ = 6?', 

In beiden Reihen .ist aber hiermit die Fortschreitung nicht schlecht- 
hin geschlossen. Bezeichnen wir nämlich die doppelt, dreifach, vierfach 
erhöhten Haupttöne durch cß, c^, c^, cP, d*^, d**^ u.s.f. und eben so 
die doppelt, drei- und vierfach erniedrigten durch c**, c^, c** u. s. w., 
so kann man die Tonbestimmungen in beiden Reihen , wie folgt , fort- 
setzen. Es folgtauf Ag. 



Digitized by 



Google 



58 M. W. Dbobisch, 

f^=i3q, (^=iiq, g^=\5q, <tg^=i6q, t^z=iTq, ^=i$q, 

. h^=i9q, 
/«{ = 20g, c«f=21g, j/Sf = 22^ (^ = 23,, ^=24j. ^ = 2&q. 

A§=269, 
/"{? = 279, cg=28(/ u.s.f. 

Eben so folglauf/* 
Af = 9?', ef = 10g', <4'=iiq\ d**=12(/', i^r = 4 35', c,**=:Ug\ 

hf = i^\ e^ = aq\ <=18g', (^=19g', g^ = 20q\ cf = 21?, 

/r=22?. 

A{* = 23(/', £!5* = 24g' u.s.f/ 

Alle diese mehrfach erhöhten und erniedrigten Haupttöne können 
nun auf den Raum zwischen dem Grundton und seiner Octave überge- 
tragen werden, und so würden zwischen diese Grenzen unendlich viele 
Töne fallen, wenn alle diese Bestimnmngen wirklich verschiedene Töne 
gäben. Es lässt sich aber zeigen, dass dies zwar der Fall ist, wenn q 
das Intervall der reinen Quinte bezeichnet, dass jedoch die Verschie- 
denheit eine endliche Grenze erreicht, wenn q das Intervall einer ir- 
gendwie temperirten Quinte darstellt. 

Da nämlich nach § 1 5, (2) der genaue Ausdruck des Intervalls der 

h>g-|- log 4 

reinen Quinte = -j^^ des Intervalls der reinen Quarte = ^— y ist, so 

verhält sich das Intervall der Quinte zu dem der Octave wie log y: log 2, 

das Intervall der Quarte zu dem der Octave wie log yt log 2. Hieraus 
folgt die Incommensurabilität der Intervalle der reinen Quinte und 
Quarte mit dem der Octave. Dasselbe Resultat giebt die Yergleichung 
ihrer relativen Schwingungszahlen. Ständen nämlich die genannten Inter- 
valle in rationalen Verhältnissen, so müsste die Vervielfachung des 
Quintenintervalls auf irgend eine Octave des Grundtons führen, daher es 
irgend eine ganze positive Zahl n geben, für welche (^f oder CjY 
einer ganzen positiven Potenz von 2 gleich würde, was unmöglich ist. 

Wird dagegen die Quinte temperirt, so dass ihr Intervall zu dem 
der Octave in dem rationalen Verhältniss m:n steht, also =~ ist, wo 
fn und n relative Primzahlen sind , so müssen dann immer n t^nperirte 
Quinten genau gleich m Octaven seyn , so dass die nte Quinte irgend 
eines Tons mit der mten Octave desselben Tons, die (ii + 4)te, (n+2)Ce, 
(n4-3)te Quinte u. s. f. mit der mten Octave der Isten, 2ten, 3ten Quinte 
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u. s. w. jenes Tons zusammenföllt. Dasselbe gilt von der Quarte, Terz 
u. s. w. Ein solcher Gyclus von temperirten Quinten , Quarten , Terzen, 
die eine runde Zahl von Octaven ausfüllen, heisst ein Quinten-, Quar- 
ten-, Terzen-Cirkel. 

§38. 

Aus den vorstehenden allgememen Ausdrücken der erhöhten und 
erniedrigten Haupttöne der gleichschwebenden Temperatur ergeben sich 
nun auch eben so allgemeine Bestimmungen der Werthe ihrer einfachen 
und mehrfachen Erhöhungen und Erniedrigungen d. i. der Grösse der 
Intervalle zwischen den Haupttönen selbst und den erhöhten und ernie- 
drigten Haupttönen. Es sind nämlich 

i) die Intervalle 

0^—C,D^ — D, E^ — E,F^ — F,G^-G,A^ — A,m — H, 
C — C*, D^ — //*, E^ — E^j /» **« — /r «^ (ß^ — (Jw^ A'"' — A , U^ — xr*, 
Qm — Qm^ D« — lym^ jjs» — gm ^^ g^ ^^^ 

desgleichen die Intervalle 

C- C\ D — D', E — E\F — P, G — G\ A — A\ H — H\ 

C'—C'^ D' — D'\ E'—E'\ p_p*, G'—G'\ A'^A'\ W—H'\ 
C^^—C^^ D^^ — D^^ E^'—E^ U.S. w., 

sämmtlich unter einander gleich, nämlich = '^q — 4. Hiei*aus folgt 

2) dass die Intervalle 
O» — c, D^ — D, Eß — E U.S. w. doppelt so gross als die Intervalle 
O — C, Lß — D, £;» — Eu.s.w., 
desgleichen, dass die Intervalle 

C — C**, D — Z)**, E — jB" U.S.W, doppelt so gross als die Intervalle 
C—C\ D—D', JE— JE* U.S. w., 
also sämmtlich = 2{lq — 4) ; eben so , dass die Intervalle 

Q» — c, D^ — D, JB^ — E U.S.W, dreimal so gross als die Intervalle 
C»—C, m — D, E^-Eu.s.Yf. 
und eben so , dass 

C — (?*, D — D^, E — E^ u.s.vf. dreimal so gross als 
C — C, D — D', E—E'ii.s.w., 
also sämmtlich = 3 (7^ — 4) sind u. s. f. 
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3) Die Intervalle 

D — C,E — D,G — F,A — G,H—A, 

Iß-^ C^, E^ — Iß, G^ — F«, A^ —G^^W— A«, 

m -o», m — m. g^ — f«», a^ — g^, h^ — a^, 

Ds»_C5», J5;3» — Z)»»u.s.w., 

desgleichen die Intervalle 

fl* _ c\ E^ — D\ G* — P, A* — G^ W — A\ 

J)bb _ Qbb^ ßbb _ Dbb Qbb _ pb^ J^bb _ Qbb^ JJbb _ J^bb^ 

D^ — C^\ E^ — D^ \i.s. w. 

sind ebenfalls unter einander gleich , nämlich = 2q — 1 , also gleich 
der grossem Tonstufe. 

4) Eben so sind endlich die Intervalle 

F — E, c — H, F^ — E^, (^ — U\ F^ — E^, d^ — m, 

jP» Jg»^ c» ^8» u. s. w., 

desgleichen die Intervalle 

F^ — E\ c^ — H^, p^ — E^\ (^^ — B\ F^ — E^, c5*_flji* U.S.W, 
sämmtlich unter einander gleich, nämlich =3 — S^f, also gleich der 
kleineren Tonstufe. Sie sind den Intervallen unter 1) aber nur dann 
gleich, wenn q = —. 

§39. 

Führen wir jetzt den die gleichschwebende Temperatur allgemein 
charakterisirenden Werth des Intervalls der grossen Terz t=iq — 2 
in die Tabelle des § 18 ein, so erhalten die dort benannten Intervalle 
folgende Ausdrücke, die wir, wie sie sich zum Intervall der Octave er- 
gänzen, paarweise gegenüberstellen. 
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Prime 
kl. Diesis 
übermäss. Prime | 
kis. Limma ) 

kl. Secunde ) 
grs. Limma) 
klr. ganz. Ton 
gr. Secunde 



kl. 



vermind. Terz 

' [ übermäss. Secunde 
gr. ) 

alter, kl. Terz ) 

kl. Terz ) 

gr. Terz 

vermind. Quarte 

übermäss. Terz 

Quarte 

alterirte Quarte [ 

klr ) 

} übermäss. Quarte 60 — 3 
gross.) ^ 



X 

T 
12j-6 

gross. 1 

, j I vermind. Octave 5 — 7^ 



Octave 
alterirte Octave 



klr. 

gr. Septime 

aller, gr. Septime 

gross. ) 

, j I kl. Septime 

gross. 

klr. 

^öss. 

, j I vermind. Septime 6 — 9^ 

alter, gr. Sexte, 



' 59 — 2 

2 — 29 

übermäss. Sexte 1 O9 — 5 



3q — i 

3 — iq 
89-4 
7 — 11j 



vermind. Quinte 4 — 6q 



gr. Sexte 

kl. Sexte 

übermäss. Quinte 

vermind. Sexte 

Quinte 

alter. Quinte 

gross 

klr. 



Die Buchstabenbezeicbnungen der Töne , welche durch diese Aus- 
drücke bestimmt werden , flnden sich , mit Ausnahme derer für 6 — 9^, 
6 — lOj. 7— II9, 7 — 129. a. E. des § 35. Was diese noch übrigen 
vier betrifft, so ersieht man aus § 37 leicht, dass 6 — 9q = H**, 
6 — 1 09 = £**, 7 — 11 j = A^^ und 7 — 1 29 = /)** ist. Da ferner 
eine Reihe von Intervallen, die, wenn t und q rein sind, verschiedene 
Werthe haben, wie die vorstehende Tabelle zeigt, zusammenfallen, so- 
bald f = 49 — 2 wird, so gestattet dies für die gleichschwebende Tem- 
peratur eine vereinfachte Benennung der Intervalle, welche folgende 
Tafel zugleich mit den Bezeichnungen der dadurch bestimmten Töne 
übersehen lässt. Dass hier, gleichwie £^* die verminderte Terz und //** 
die verminderte Septime heisst, so Z)** die verminderte Secunde genannt 
wird, rechtfertigt sich eben so von selbst, wie dass, nach Analogie von 
jP, als der übermässigen Terz, und A*, der übermässigen Sexte, H^ der 
Name der übermässigen Septime beigelegt ist. 
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C, Prime, 





c, Octave, 




D**, vermind. Secunde, 


7 — 12} 


£P^, Obermttss. Septime, 


12} 6 


(?, überraass. Prime, 


^q-i 


c*, vermind. Octave, 


5 — 7} 


D*, kleine Secunde, 


3 59 


IT, grosse Septime, 


5? 2 


D, grosse Secunde, 


2q 1 


H*, kleine Septime, 


2 2f 


£**, vermind. Terz, 


6 IO9 


A*, ttbermSss. Sexte, 


lOf 5 


D>*, übermSss. Secunde, 


99 5 


fl**, vermind. Septime. 


6 99 


£*, kleine Terz, 


2 39 


A, grosse Sexte, 


39 1 


E, grosse Terz, 


49—2 


A*, kleine Sexte, 


3 49 


f*, vermind. Quarte, 


5 89 


C^, übermäss. Quinte, 


89—4 


JS», übermäss. Terz, 


II9 6 


A**, vermind. Sexte, 


7 — H9 


F, Quarte, 


1-j 


G, Quinte, 


? 


F^ übermäss. Quarte, 


69—3 


6*. vermind. Quinte, 


4—69 
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VON DEN VERSCHIEDENEN ARTEN DER GLEICHSCHWEBENDEN 

TEMPERATÜR. 

§40. 

Wir haben bisher die gleiöhschwebende Temperatur nach ihrem 
allgemeinen Begriffe aufgefasst, wonach sie diejenige Modification der 
reinen Intervalle und relativen Schwingungszahlen der Töne ist, wodurch 
die gleichbenannten Intervalle in allen Tonarten gleiche Grösse erhalten, 
mithin alle Scalen von der reinen Scala gleichviel abweichen. Es ergab 
sich, dass diese Modification durch die Gleichung t= itq — 2 bestimmt 
ist, in der aber, wenn die grosse Terz nicht um ein syntonisches Komma 
oder ^ gr. ganz. Ton von der Reinheit abweichen soll , q kleiner als 
das Intervall der reinen Quinte seyn muss. Ohne nun hier schon näher 
zu erörtern, ob diese Abweichung unter allen Umständen unstatthaft 
ist, leuchtet doch von selbst ein, dass, wenn es einen VTerth von ^giebt, 
der, ohne die Reinheit der Quinte merklich zu vermindern, nicht nur die 
grosse Terz, sondern auch die übrigen scalenbildenden Töne der Rein- 
heit möglichst nahe bringt, dieser allen andern (unter übrigens glei- 
chen Umständen) vorzuziehen seyn wird. Bevor wir aber einen solchen 
Werth zu finden versuchen, wird es nicht unzweckmässig seyn, allge- 
mein zu erörtern , welchen Einfluss die Temperirung der Quinte auf die 
übrigen scalenbildenden Töne ausübt. Was nun zuerst die Quarte be- 
trifft, so schwebt sie, da ihr Intervall = 4 — q, immer um ebensoviel 
auf- oder abwärfas als die Quinte ab- oder aufwärts schwebt. Von den 
übrigen Tönen komooen nur noch in Betracht die grosse Secunde, deren 
temperirtes Intervall = 85 — 4, und deren reines = 0,16992; femer 
die kleine Terz, deren temperirtes Intervall = 2 — 3}, und deren rei- 
nes = 0,26303 ; die grosse Terz, deren temperirtes Intervall =iq — 2, 
und deren reines = 0,32193; die grosse Septime, deren temperirtes 
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Intervall = 5q — 2, und deren reines = 0,90689 ist,. Durch diese 
Töne sind kleine und grosse Sexte und kleine Septime vermöge der Er- 
gänzungen zur Octave gegeben. 

Hiemach ist nun die Abweichung der grossen Secunde von der 
Reinheit, oder ihre Schwebung 0,16992 — 2^^ + l^und die grosse Se- 
cunde schwebt I f »[ ts 1 » J® nachdem dieser Ausdruck ^ , also 

je nachdem 

1,16992 — 2q^0,d.lq^ 0,58496. 
Da nun 0,58496 das Intervall der reinen Quinte, so schwebt die 
grosse Secunde zugleich mit der Quinte ab- und aufwärts. Femer ist 
die Schwebung der kleinen Terz 

0,26303 _ 2 + 3g ^ 0, je nachdem q ^ 0,57899. 

! abwärts ) 
. I , je nachdem die temperirte 

Quinte ^ 0,57899. 

Ebenso ist die Schwebung der grossen Terz 

0,32193 — 4^ + 2 ^ 0, je nachdem q ^ 0,58048. 

• uf a i ( ' J® nachdem die temperirte 
Quinte ^ 0,58048. • 

Endlich ist die Schwebung der grossen Septime 

0,90689 — 5(^ + 2 ^ 0, je nachdern q ^ 0,58138. 



■ ahWtftrtK 

Die grosse Septime schwebt also J r „h 



, je nachdem die temperirte 



Quinte 5 0,58138. 

Hieraus folgt: 1) wenn q > 0,58496, also die Quinte aufwärts 
schwebt, so schwebt die kleine Terz abwärts, die grosse Terz aufwärts, 
die grosse Septime aufwärts ; 

2) wenn q < 0,58496, aber > 0,58138, also die Quinte um we- 
niger als 0,00358 = ^y-^ gr. ganz. Ton abwärts schwebt, so schwebt 
die kleine Terz abwärts, die -grosse Terz aufwärts*; die grosse Septime 
aufwärts; 

3) wenn q < 0,58138, aber > 0,58048, also die Quinte um we- 
niger als 0,00448 = j^ gr. ganz. Ton, aber um mehr als ^ gr..gaQz. 
Ton abwärts schwebt, so schwebt die kleine Terz abwärts, die grosse 
Terz aufwärts, die grosse Septime abwärts ; 
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4) wenn q < 0,58048, aber > 0,57899, also die Quinte um we- 
niger als 0,00597 = ^ gr. ganz.Ton, aber um mehr als ^ gr. ganz. 
Ton abwärts schwebt, so schwebt die kleine Terz abwärts, die ,grosse 
Terz abwärts, die grosse Septime abwärts; 

5) wenn q < 0,57899, also die Quinte um mehr als jg-g.gr. ganz. 
Ton abwärts schwebt, so schwebt die kleine Terz aufwärts, die- grosse 
Terz abwärts, die grosse Septime abwärts. 

Die erste und einfachste Bestimmung von q, welche zu einer be- 
friedigenden gleichschwebenden Temperatur führt, erhält man, wenn 
man auf das Bedürfniss der Musik, sich auf eine möglichst kleine Anzahl 
von Tönen zu beschräiri^en , Rücksicht nimmt und dabei insbesondere 
die Tasteninstrumente ins Auge fasst. Da diese nämlich erhöhte und 
erniedrigte Haupttöne nicht unterscheiden können, sondern die. nächst- 
benachbarten in einen mittleren Ton zusammenziehen, so ist für sie, 
wovon schon in § 32 Gebrauch gemacht wurde, 

C^ = D', m = E\ E^ = FyP = E, F^= G^ G« = A^ A^ = H', 

m = c, c* = H. 

Setzen wir nun in diese Gleichungen die a. E. des § 35 für die gleich- 
schwebende Temperatur ganz im Allgemeinen gefundenen Intervall- 
werlhe ein, so giebt jede derselben die Bedingungsgleichung 

1 2^ = 7 ; woraus also folgt ^f := — . 

Dies giebt nun die bis jetzt allein bekannte gleichschwebende Tempe- 
ratur, bei welcher die grosse Secunde = j^, die kleine Terz = j^, die 

grosse Terz = ^ und die grosse Septime = J^ wird , also die zwölf 
Töne und ihre Intervalle diejenigen Besiimmungen erhalten , die schon 
in § 1 6 und 1 7 bemerkt und hinsichtlich ihrer Abweichungen von den 
reinen Intervallen und den relativen Schwingungszahlen der dieselben 
bildenden Töne untersucht worden sind. Eine unmittelbare Folge dieser 
Zusammenziehung der Töne (die also auch für die Bestimmung dersel- 
ben nach ungleichschwebender Temperatur gilt) ist, dass die in § 39 
unterschiedenen 26 Intervalle sich auf 1 3 reduciren. Es wird nämlich 



Abhaodl. d. K. 8. Ges. d. Wisseoscb. IV. 
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— 


Octave 
übermäss. Septime 


— 1 


4 

4l 


vermind. Octave 
grosse Septime 1 


44 
42 


3 

43 


kleine Septime | 
übermäss. Sexte ) 


40 

12 


3 
42 


vermind. Septime 
grosse Sexte 


9 

42 


4 


kleine Sexte | 


8 


42 


übermäss. Quinte ) 


42 


5 

42 


vermind. Sexte) 
Quinte ) 


7 
42 


5 
42 







66 

Primo 

verminderte Secunde ' 

übermässige Prime J 

kleine Secunde ) 

grosse Secunde) 

vermind. Terz ) 

übermäss. Secunde 

kleine Terz 

grosse Terz 

verminderte Quarte 

übermässige Terz ) 

Quarte ) 

übermäss. Quarte ) 

verminderte Quinte ) 

Hiernach sind dann diese paarweise zusammenfallenden Intei-valle 
und die durch sie bestimmten Töne nur dem Namen nach von ein- 
ander verschieden, und so entsteht als eine Folge dieser gleichschwe- 
benden Temperatur das, was man jetzt ziemlich allgemein die »Mehr- 
deutigkeit der Töne« zu nennen pflegt. Die heutige theoretische 
Musik macht diese gleichschwebende Temperatur ausschliesslich zur 
Basis der Compositionslehre , wozu sie sich sowohl durch ihre Einfach- 
heit als durch ihre Verwirklichung auf dem universellsten Instrument, 
dem Pianoforte, vorzüglich empfiehlt. Die praktische Musik dagegen 
weicht auf allen Instrumenten, welche die Hervorbringung des richtigen 
Tons der Geschicklichkeit des Spielers überlassen und daher nicht zu 
einer Zusammenziehung der erhöhten und erniedrigten Haupttöne ge- 
nöthigt sind, von dieser Temperatur wesentlich ab. DennesistThat- 
sache, dass auf den Streichinstrumenten und im Gesänge 
Cis und Des, Dis und Es u. s. w. wirklich unterschieden 
werden, und dass gerade durch diese Unterscheidung der feinere mu- 
sikalische Sinn sich vorzüglich befriedigt fühlt. *) Es fragt sich nun, wie 



*) Es muss befremden , diese Thatsache nicht nur in den musikalischen Lehr- 
büchern, sondern selbst in praktischen Anleitungen gänzlich ignorirt, ja geradezu ver- 
leugnet zu sehen. So sagt z. B. Marx (allgemeine Musiklehre, 4. Aufl. S. 41): »c — ds 
klingt wie c — des, h — c ist ebenso gross wie b — h oder c — cis.n Die Wahrheit ist 
aber, dass nur c — eis und b — h einerseits, c — des und h — c andrerseits streng 
gleich, nicht aber jene Intervalle diesen im Allgemeinen gleich sind ; denn die Grösse 
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diese Thatsache mit der gleichschwebenden Temperatur, an welche die 
moderne Musik unabänderlich gebunden ist, sich vereinigen lässt : ob 
jene Abweichungen nur als gelegentliche Ausnahmen von der 
Regel zu betrachten sind, oder ihnen ein bestimmtes Gesetz, ein 
festes Princip zum Grunde liegt. 

§ i2. 
Um nun zu untersuchen, ob es ausser dem Werthe ^, der auf die 
bekannte gleichschwebende Temperatur führt (die. wir von jetzt an zur 
Abkürzung die gewöhnliche Temperatur nennen wollen), noch andre 
Werthe von q giebt, welche den allgemeinen Forderungen einer gleich- 
schwebenden Temperatur gnügen, bieten sich uns zwei Wege dar. Da 
nämlich qs=z j^ einen Näherungswerth der reinen Quinte darstellt , so 
kann zuerst in Frage kommen, welche andre genäherte Werthe der 
reinen Quinte es ausserdem giebt , und welche von ihnen den musika- 
lischen Forderungen entsprechen. Die Gleichung ^ i= ~ hat aber auch 
die Bedeutung, dass 12 Quinten nahe gleich 7 Octaven sind, dass also, 
wenn man vom Grundton aus nach temperirten Qüinlenintervallen von 
der Grösse ^ fortschreitet, die 1 2te Quinte mit der 7ten Octave zusam- 
mentriflPt, woraus der gemeine Quintencirkel entsteht (vgl. § 37). 
Da bis auf 8 Decimalstellen genau das reine Quintenintervall = 0,58496250 
ist, so wird das Zwölffache hiervon = 7,0195500. Es übertriflFl also 
das Intervall von 12 Quinten das von 7 Octaven um 0,01955 oder nahe 
um — gr. ganz. Ton, ein Intervall, welches das dilonische oder py- 
thagorische Komma heisst, und denci die relative Schwingungszahl 
Sil^ entspricht. Es kann nun nach dieser Auslegung des Werthes ^ 
der temperirten Quinte zweitens untersucht werden, ob es ausser dem 
gemeinen noch andre Quintencirkel giebt, die in noch grösserer Schärfe 
auf ein rationales Verhällniss des Intervalls der Quinte zu dem der Octave 
führen und sonst den musikalischen Anforderungen entsprechen. Ob 
diese beiden Wege zu einem und demselben Endziele leiten, oder einer 
dem andern vorzuziehen ist , kann sich erst durch den weiteren Verfolg 
derselben ergeben. 



jener ersteren wird durch Iq — i, die der letzteren durch 3 — 6^ ausgedrückt, welche 

7 

Werthe n ur wenn ^ ==* 7ä» also nur in der ^leichschwebenden Temperatur der Tasten- 
instrumente zusammenfallen. AehnUche Behauptungen wie die vorstehenden kann man 
in S p h r ' 8 Violinschule lesen. 

5* 
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§ 43- . 
Was nun dea ersten dieser beiden Wege betrifft, so giebt es zwar 
unzählig viele genäherte Werthe des reinen Quintenintervalls, die sich 
in rationalen Brüchen ausdrücken lassen. Diejenigen aber, welche sich 
diesem Werth mit steigender Genauigkeit nähern und ihn in den klein- 
sten Zahlen darstellen, erhält man, wenn jenes Intervall durch einen 
Kettenbruch ausgedrückt wird. Nun ist das Intervall der reinen Quinte 

log-f- ■ 

= -, — ^. Man könnte also diesen Ausdruck in einen Kettenbruch ver- 
wandeln. Da jedoch derselbe mit mehr als zureichender Genauig- 
keit durch 0,5849625 oder ^^ dargestellt wird, so ist es einfacher, 
diesen Werth durch einen Kettenbruch auszudrücken.' Hierdurch wird nun 

46797 4 



80000 4 + 4 



4 + 4 



2 + 4 



2 + 4 



3 + 4 



<+^ 



5 + ^ 



2 + 4 



23 + 4 



^+< 



4+J_ 

2 



woraus sich nach bekannter Methode die genäherten Werthe 

-i-=0,5; 1 = 0,6; ~ = 0,5833333; JJ == 0,5853659; 

51 = 0,5849057; 1^=0,5849673; Jg = 0,5849624; u.s.f. 

ergeben, die abwechselnd kleiner und grösser als der wahre Werth 
sind. Von diesen Werthen ist nun der dritte das Quintenintervall der 

24 

gewöhnlichen Temperatur. Der vierte ^ giebt eine um 0,0004034 oder 
gr. ganz. Ton aufwärts schwebende, also so gut als völlig reine 



424,8 



Quinte, aus der das Intervall der grossen Terz 11 = 0,341 46 folgt, so 
dass also die grosse Terz um 0,01953 oder yj g^- gßxiz. Ton (nahe das 
pythagorische Komma) aufwärts schwebt. Der fünfte Werth ^ giebt eine 
um 0,0000568 oder §^577 gr. ganz. Ton abwärts schwebende Quinte, 
die auf das Intervall der grossen Terz 1| = 0,33962 führt, so dass diese 
um 0,01769 oder -^ gr. ganz. Ton aufwärts schwebt, u. s. f. Bevor wir 



Digitized by 



Google 



ÜBER MUSIKALISCHE TONBESTIMMUNG UND TEMPERATUR. 



69 



nun die Brauchbarkeit dieser Werthe in nähere Betrachtung ziehen, 
wollen wir erst untersuchen , ob auf dem zweiten angegebenen Wege 
sich Naherungswerthe des Intervalls der Quinte finden lassen, die zwar 
nothwendig weniger genau seyn können , vielleicht aber dasselbe mit 
schärferer Genauigkeit als ^ und zugleich in kleineren Zahlen , als es 
durch ^ und ^3 geschieht, darstellen. ' 



Zu diesem Zwecke bilden wir eine Tafel aller Vielfachen des Jnter- 
valls der reinen Quinte, von dem 1 Sfachen bis zum 53fachen derselben. 
Bezeichnen wir das reine Quintenintervall 0,5849625 zum Unterschied 
vom temperirten, q, durch q^, so erhalten wir folgende bis auf die letzte 
Decimale genaue Ergebnisse. Es ist 



^3q, 
Mq, 
157, 

Mq, 
\Sq, 
\9q, 
iOq, 
21?, 
22g, 
23g, 
24g, 
25g, 
26g, 
27g, 
28g, 

•30g, 

32g, 
33g, 



: 7,60451 
: 8,18948 
: 8,77444 
9,35940 
9,94436 
10,52933 
11,11429 
11,69925 
12,28421 
12,86918 
13,45414 
14,03910 
14,62406 
25,20903 
1 5,79393 
16,37895 
16,96391 
17,54888 
18,13384 
18,71880 
19,30376 



3*?. 
35g, 
36g, 
37g, 
38g, 
39g, 
40g, 
41g, 
42g, 
43g, 
H?. 

47g, 
48g, 
49g, 
50g, 
51g, 
52g, 
53g, 



19,88873 

20,47369 

21,05865 

21,64361 

22,22858 

22,81354 

23,39850 

23,98346 

24,56843 

25,15339 

25,73835 

26,32331 

26,90828 

27,49324 

28,07820 

28,66316 

29,24813 

29,83309 

30,41805 

31,00301 
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Von diesen Vielfachen kommen nun zuvörderst 2iq^, Sö^f^, 48^^, 
nicht in Betracht, da sie blos die Vielfachen des Cirkels von 12 Quinten 
sind. Von den übrigen nähern sich bis auf weniger als 0,2 einer ganzen 
Zahl vonOctaven ilq^, 19^^, 22^,, 2%, 3\q^, 39q^, iiq^, i3q^, 46^,, 
51 9j, '63q^, von denen Hq^ und 53^^ schon aus dem vorigen § bekannt 
sind. Unter den übrig bleibenden geben aber nur lOji, 31^1, 43}^ ab- 
wärts schwebende Quinten , die der andern schweben aufwärts. Denn 
ist allgemeia mq^ = n 4- co, wo m und n ganze positive Zahlen sind und 
+ cö die kleinste Differenz zwischen dem Vielfachen mq^ und der ganzen 
Zahl n von Octavenintervallen ausdrückt, und soll mq = n seyn, so 

folgt 5 

nachdem mq^ ^ n ist; es fordert also die abwärts schwebende Quinte 
mq^ > n. Dies ist nun aber nur bei den drei bezeichneten Vielfachen der 
Fall , von denen i9q^>i\ , 31 g, > 1 8 , i3q^ > 25 ist, indess 1 1q^ < 9, 
229i<13, 29gfi<17, 395fj<23, 46gj<27, 5l5fj<30. Es können 
also nur jene drei Vielfache , welche die temperirten Quintenintervalle 
T^' sT' 43 S^b^^' für Temperaturbestimmungen tauglich seyn. In wel- 
chem Grade sie sich dazu eignen, wollen wir specieller untersuchen. 



5j + ^; die lemperirte Quinte schwebt also | f h is ( ' J® 



45. 



Der Werth des Intervalls der temperirten Quinte q = ^=: 0,57895 
giebt folgendes Tonsystem : 



C = = 0,00000 
C» = ^ = 0,05263 
/)* = ^ = 0,10536 
D =^ = 0,15790 
D«=:;^ = 0,21053 
£;^ = ~= 0,26316 
E =^ = 0,31579 
F* = ^ = 0,36842 



E^ = F 



= 0,42105 



F«=;^ = 0,47368 



fl^ 



c 


— 1 


— 1,00000 


c" 


48 
49 


= 0,94737 


H 


_ 17 
1» 


— 0,89474 


11" 


16 
19 


= 0,84210 


A^ 


15 

19 


= 0,78947. 


A 


14 
19 


= 0,73684 


A* 


43 
19 


= 0,68421 


G» 


12 
19 


= 0,63168 


G 


11 

19 


= 0,57893 



G* = 



12 
49 



0,52632 
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Die Abweichung des Quintenintervalls von der Reinheit beträgt 
hier 0,00601 oder ^^ gr. ganz. Ton; die des Intervalls der grossen 

Terz, welche abwärts schwebt, 0,00614 oder ^t^ gr. ganz. Ton. Für 

die kleine Terz, welche aufwärts schwebt, ist sie = 0,00013 oder — ^ 
gr. ganz. Ton; für die abwärts schwebende grosse Secunde = 0,01203 
oder ^-j gr. ganz. Ton; ftir die abwärts schwebende grosse Septime 

= 0,01215 oder ;j^ gr. ganz. Ton. Hiernach ist in diesem System die 
kleine Terz und grosse Sexte so gut als völlig rein, Quinte und Quarte, 
grosse Tiärz und kleine Sexte weichen von der Reinheit fast unmerklich, 
grosse Secunde und kleine Septime, kleine Secunde und grosse Septime 
um weniger ab als die kleine Terz und grosse Sexte in der gewöhnlichen 
Temperatur, also um eine zulässige Grösse. Das System bietet also hin- 
sichtlich des Grades seiner Reinheit keinen erheblichen Anstoss dar. 
Die grössere Stufe seiner Scala (§ 36) 2^ — ^ 1 ist = ;^ , die kleinere 

3 — 5q = ^, die letztere also = -j- der ersteren, so dass die Stufen- 
folge der Durscala ist : 

3, 3, 2, a,, 3, 3, .2, 
die Bewegung durch die Tonleiter also sich dem gleichmässigen Fort- 
schritt mehr nähert als in der Tonleiter 2 , 2 , 1 , 2 , 2 , 2 , 1 der ge- 
wöhnlichen Temperatur, darum aber auch träger, weniger rhythmisch 
erscheint. Kanu nun diese Eigenschaft des Systems bedenklich scheinen, 
so stehen ihm noch zwei andre Ausstellungen entgegen. Erstens näm- 
lich ist das Intervall der zwei nächst benachbarten Töne C^ und Z)*, Iß 
und £* u. s. w. = ^ = 0,05263, oder ^ g. g. T., was ohne Zweifel 
ein viel zu bedeutender Unterschied ist. Sodann aber sind die Abwei- 
chungen von der gewöhnlichen Temperatur für mehrere Töne so bedeu- 
tend, dass beim Zusammenspiel von Streich- und Tasteninstrumenten, wenn 
die ersteren sich nach der vorliegenden Temperatur richteten, Missklänge 
unvermeidlich wären. Denn diese Abweichungen sind z.B. für 0^=:-^, 

für l>» = :^, fUrF^ = ^, für G« = :^3 g. g. T. 
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Das temperirle 
gendes Tonsystem : 



§40. 
Quintenintervall j = ^ = 0,58065 führt auf fbl- 



48 



Jim ^j)66^^^ 



m = 



c 

1)66 

D' 
D 

ß6ö 

m 

p6b 

E 
P 
E^ 
F 

Q6Ö 



= = 



£^= G** = li.:^ 



|_ 

9i 
_2_ 
Zi 

81 

81 

31 

31 
1_ 
31 

31 

31 
10 
81 

31 
12 
81 
18 
31 
14 
81 

i? 
81 



0,00000 

0,03226 * 

0,06452 

0,09677 

.0,12903. 

0,16129 

0,19355 

0,22581 

0,25807 

0,29032 

0,32258 

0,35484 

0,38710 

0,41935 

0,45161 

0,48387 



c 
H 

A^ 

ff6ö 

A 
cm 

A' 

A'' 

G 

pm 

G' 



= 1 

80 

81 " 

89 

81 * 

81 
27 
81 
26 
31 
25 
31 
24 
81 
28 
31 
22 
31 

VL 

31 
20 
31 
19 
31 
18 
81 
17 
81 
16 
81 



1,00000 

0,96774 
0,93548 
0,90323 
0,87097 
0,83871 
0,80645 
0,77419 
0,74193 
0,70968 
0,67742 
0,64516 
0,61290 
0,58065 
0,54839 
0,51613 



Es mag hier zuvörderst eine Bemerkung ihre Stelle finden, die nicht 
blos dieses Tonsystem, sondern auch die nachfolgenden betrifft: diese 
Dämlich, dass es nicht als ein Tadel emes Tonsystems gelten kann, wenn 
es auf doppelt und mehrfach erhöhte Haupttöne und somit auf Töne 
fuhrt, die in der Musik nicht vorkommen. Denn wenn sich von diesen 
Tönen ihnen eigehthümliche ZahlwertUe angeben lassen , so sind sie 
nicht btos iu der Einbildung vorhandene (sogenannte papieme), sondern 
wirkliche, reelÜ3. Dass die Musik von diesen* Tönen keinen Gebrauch 
macht, rührt nur daher, -dass sie sich auf 12 oder höchstens 1 4 Tonarten 
beschränkt, die (ibrigen aber, wegen ihrer geringen Verschiedenheit 
von jenen bräuchlicben und der Schwierigkeit des Spiels in ihnen auf 
den Instrumenten, welche eine feinere Unterscheidung der Töne gewäh- 
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ren , anberücksichtigt lässt. Sie leugnet aber nicht and kann nicht leug- 
nen, dass in der Consequenz ihres PrincipS doppelt und mehrfach er- 
höhte und erniedrigte Töne hegen, äenn sie kann nicht behaupten, dass 
z. B. Gw-dur, der auf F^, Dw-dur, der auf F^ und O^, Des-moll, der 
auf H**, GeS'tholl der auf ff** und £** führt, unmögliche Tonarten sind. 
Diese ungebraucht hegen bleibenden Töne W(erdeh dem System, in wel- 
chem sie vorkommen , auf keine Weise zum Hinderniss , wofern nur die 
Bestimmung der in Gebrauch kommenden musikalisch genügend er- 
scheint. ' Man kann sie , wo es nicht ^uf Vollständigkeit der Uebersicht 
ankommt, ganz übergehen, zum System aber gehören sie, als Glieder 
des zum Gründe liegenden Quintencirkels , wesentlich. 

Was nun das vorliegende besondre System betriflfl, so ist die Ab- 
weichung von der Reinheit: für die Quinte = 0,00431 = -^ g. g. T, 

für die aufwärts schwebende grosse Terz = 0,00065 = ^^ g. g. T 

für die abwärts schwebende kleine Terz = 0,00496 = —-3 g. g. T 

für die abwärts schwebende gr. Secunde = 0,00864 = ^ g, g. T 

für die abwärts schwebende gr. Septime = 0,00366 = ^ g. g. T. 
Es ist hier also die gr. Terz und kl, Sexte so gut als völlig rein, die 
übrigen scalenbildenden Töne aber weichen von der Reinheit noch we- 
niger ab als in dem System des vorigen §s. Die grössere Stufe der Ton- 

*R SS 

leiter wird hier = ^j , die kleinere = ^ , also = y der grösseren. 
Hierdurch wird die Stufenfolge der Durscala 

o, o, o, 0, 5, o, ö 

und nähert sich somit mehr der der gewöhnlichen Temperatur. Die In- 
tervalle zwischen (? und D*, I>*.und £* u. s. w. betragen hier ^ = 0,03226 
oder ^ g. g. T. , sind also bedeutend kleiner als im vorigen System. 
Endlich sjnd auch die Abweichungen von der gewöhnlichen Temperatur 
geringer als dort; denn diese betragen: für C* nur -j, fllrZ>*^ noch ~-, ftlr 
F^ noch j^, für G^ noch ^ g. g. T. Dieses Tonsystem erscheint also 
in jeder Hinsicht vollkommener als das im vorigen § entwickeltö. 
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§47. 

Das temperirte Quintenintervall q = ^^ 0,58140 endlich giebt 
folgendes Tonsystem: 



ffm — E^ 



C = = 0,00000 
0'''' = - = 0,02326 
H^ = ji== 0,04651 
(? =^ = 0,06977 
D^ =^= 0,09302 
^ = 0,11628 
C«» = ^ = 0,13953 



D 



^ = 0,16279 



£** = n = 0,18605 



C» r= F»* = ^ = 0,20930 



«8 

D» =-^ = 0,23256 
£* =ij = 0,25581 
F" = Jl = 0,27907 
/)«» = Jl = 0,30233 
E =J| = 0,32558 
F* z=J§ = 0,34884 



ß» = G»* = j; 

47 



0,37209 



E* =1^ = 0,39535 
F =J| = 0,41 860 
G** = i| = 0,44187 
F«» = ?5 = 0,46512 
F« = g = 0,48837 



c =1=1 ,00000 



H* 



^i 



= 0,97674 



^« = d" =~^ = Ö.95349 

• c* =J5 = 0,93023 

H ="==0,90698" 

4«» = II = 0,88372 



37 
43 
86 



c" = 1^ = 0,86047 



H'' =«! = 0,83721 



A» =11 = 0,81395 
(?» = c»* =J| = 0,79070 
H" = JJ = 0,76744 
A =J|.= 0,74419 
G«» = Ji = 0,72093 



jp* 



80 
43 
29 



= 0,69767 



EM 



A' =11 = 0,67442 
G« =11=0,64116 
F» =^ = 0^62791 
4" = ?| = 0.60465 
G =11 = 0,58140 
F«» = 15 = 0,55813 
A»* = Jl = 0.53488 



G*=J| = 0,51163 



In diesem System ist die Abweichung von der Reinheit: für die 
Quinte = 0,00356 = ^ g. g. T.; für die aufwärts schwebende grosse 
Terz = 0,00365 = ^^ g. g. T. ; für die abwärts schwebende kleine 
Terz = 0,a0722 = ^ g. g. T.; für die abwärts schwebende gr. Se- 
cunde = 0,0071 4 = ^^ g. g. T. ; für die aufwärts schwebende gr. Sep- 
time = 0,00009 = ^^ g. g. T. Quinte, Quarte, gr. Terz und kl. Sexte 
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weichen also hier von der Reinheit fast gleich und halb so viel ab, als 
kl. Terz, gr. Sexte, gr. Secunde und kl. Septime, deren Abweichun- 
gen ebenfalls fast gleich sind. Die Grösse aller dieser Abweichungen ist 
so gering, dass sie für völlig unmerklich gellen können; die gr. Septime 
aber ist so gut als vollkommen rein. Die grössere Stufe der Tonleiter ist 

7 k k 

in diesem System =43, die kleinere = ^, also = y der grösseren. 
Demnach ist hier die Stufenfolge der Diirscala: 

7, 7, 4, 7, 7, 7, 4, 
und nähert sich also der der gewöhnlichen Temperatur noch mehr als in 
dem System des vorigen §'s. Die Intervalle zwischen C^ und Z)*, JD* und 
£* u. s. w. sind hier = ^3 = 0,02326 oder ^ g. g. T. Die Abweichung 

von der gewöhnlichen Temperatur endlich beträgt für (? nur noch ^, 

für D» noch ^,, für F* . . . ;j^ , für G« . . . ^^ g. g. T. Nur die letztere also 
ist grösser als im vorigen System. Mit diesem verglichen, erscheint dem- 
nach das System, welches auf dem Cirkel von 43 Quinten beruht, in 
einzelnen Tönen zwar weniger, im Ganzen aber gleichmässiger rein, 
als das aus dem Cirkel von 31 Quinten hervorgehende, insbesondere 
aber in Bezug auf die grössere Reinheit der Quinte und Quarte und das 
Verhältniss der beiden Tonstufen vollkommener als dieses letztere. 

§48. 
In Folge dieser steigenden Vollkommenheit der drei ausgeführten 
Systeme*) erhebt sich nun von selbst die Frage, ob nicht ein Tonsystem 
möglich ist, welches sich in Bezug auf die scalenbildenden Töne und 
ihre Intervalle der Reinheit mehr nähert als jedes andere. 
Es giebt in der That ein solches System, und wir können es ohne 
Schwierigkeit nachweisen. Da nämlich durch die grosse Secunde, grosse 
Terz, Quinte, grosse Septime und kleine Terz oder grosse Sexte die 
übrigen scalenbildenden Töne gegeben sind, so wird man nach der Me- 
thode der kleinsten Quadrate diejenigen Intervall werthe dieser 
Töne, welche die grösstmögliche Annäherung der Gesammtheit dersel- 
ben an die reinen Intervalle darstellen , erhalten , wenn man das Quin- 
tenintervall q so bestimmt, dass die Summe der Quadrate der Differenzen 
zwischen den allgemeinen, von q abhängigen Ausdrücken der temperirten 

*) Zu ilinea köunle als viertes auch noch das aus 50 Quinten gezählt werden, wel- 

29 

ches ^ =3 ^ s= 0,58000 giebt, demnach zwischen den Systemen aus 19 und 31 Quin- 
ten fast genau in der Mitte liegt und darum der Ausführung nicht bedarf. 
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Intervalle jener fünf Töne mit den" gleichnamigen reinen Intervallen ein 
Minimum wird. Da nun das temper irte Intervall der grossen Secunde 
= 2g ^r— 1 , das der grossen Terz = 4g — 2, das der Quinte = g , das 
der grossen Sexte = 3q — 1, das der grossen Septime -.= 5j — 2 war 
(§39), so fordert die angegebene Bedingung, wenn wir die reinen 
Intervalle dßr genannten Töne der Reihe nach durch d, e, g, a, h be- 
zeichnen, dass die Summe 

ein Minimum sey. Dieser Forderung wird GnUge geleistet,* wenn. wir 
den Diflerential^uotienten dieser Summe in Bezugs auf die Veränderliche 
q gleich Null setzen.' Hieraus ergiebt sich 

»8 + ad + 4g + ^ + 8a + S^ 

" 65 

Setzt man nun für die Intervalle d, e, g, a, h ihre logarithmischen Aus- 

log|^ logi logf log|- log^^ 

drucke j^^, j^^, ^^p-, j^^, j^^, so erhält man nach einigen 
Reductionen 

" 55.1oga ' 

woraus sich ergiebt 

^ = 0,5810541, 
was der gesuchte Werth des temperirten Quintenintervalls ist. Offenbar 
können nun die den beiden in den §§46 und 47 entwickelten Tonsyste- 
men zum Grunde hegenden Werthe j = i5 = 0,58065 und ? = ^ 
= 0,58140 als Annäherungen an den so eben gefundenen Werth von q 
angesehen werden. Die schärfsten Näherungswerthe in den kleinstmög- 
lichen Zahlen aber erhält man durch Verwandlung des gefundenen Werths 
von q in den Kettenbruch 

0,5810541 =^ 

T+T 

4+< 



<+< 



2 + 4 



J+< 



6 + 4 



« + 4 

4 



aus dem wir, wenn wir uns auf diejenigen Näherungswerthe beschrän- 
ken , die aus ein- oder zweiziffrigen Zahlen bestehen , erhalten 
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77 



so dass also unter diesen Brüchen i^^ 



7^ 
43 



i? 
34 



43 
74 



0,58108 dem genauen Werthe 
der gefundenen temperirten Quinte am nächsten kommt. 

§49. 

Aas diesem Werthe voq q ergiebt sich nun ein Tonsystem, welches 
wir als das der möglich reinsten gleichschwebenden Tempe- 
ratur werden bezeichnen dürfen. Wir. begnügen uns, dasselbe bis zu 
den doppelt erhöhten und erniedrigten Haupttönen und denjenigen drei- 
fach erniedrigten , welche einige von ihnen zur Octave erganzen, darzu- 
stellen und den scharfen Bestimmungen der Intervalle die genäherten, 
durch 74stel ausgedrückt, in Klammem beizufügen. 



C =0,00000 
/)" = 0,02735 
fi«« = 0,04003 
(? =0,06738 
D* =0,09473 
£s* = 0,12208 
C«»= 0,1 3476 
D =0,16211 
£** = 0,1 8946 
D» =0,22949 
£* =0,25684 
F** = 0,28419 
D^ = 0,29687 
E =0,32422 
F» =0,35157 
E* =0,39160 
F =0.41895 
G" = 0.44630 
£«» = 0,45897 
F« = 0,48632 



i 

in) 
fir\ 

i74J 

f»r 

L74J 
i7*J 

r84> 

L74J 

I74J 



c =1,00000 
ff* =0,97265 
Ds» = 0,95997 
c* =0,93262 
H =0,90527 
A'*» = 0,87792 
c** =0,86524 
ff* =0,83789 
A« =0,81054 
H" = 0,77051 
A =0,74316 
G«»» = 0,71 581 
fls* = 0,7031 3 
A* =0,67578 
G« =0,64843 
A" = 0,60840 
G =0,58105 
F«« = 0,55370 
A»* =0,54103 
G* =0,51368 
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Die Abweichungen von der Reinheit sind nun hier: für die Quinte 
= 0,00391 = ^ g. g. T.; fur die grosse Terz = 0,00229 = ^ 

g. g. T. ; für die kleine Terz == 0,0061 9 = ^fj g. g. T. ; für die grosse 

Secunde = 0,00782 = ^ g. g. T. ; für die grosse Septime = 0,001 62 

= j^ g. g. T. — Gegen das System aus 43 Quinten gehalten ist also 
hier die Reinheit der Quinte , grossen Secunde und grossen Septime 
etwas geringer, die der beiden Terzen jedoch grösser. Dass aber dieses 
System in der Totalität der scalenbildenden Töne reiner ist als^jedes der 
zuvor dargestellten, erhellt deutlich, wenn man die Summe der Quadrate 
der (theils positiven, theils negativen) Abweichungen, welche hier auf 
ein Minimum gebracht ist , sowohl für dieses System als fUr die andern 
wirklich berechnet. Es ergiebt sich dann : 

für 9 =» 0,58105 (jA die Summe der Quadrate der Abweichongen =» 0,000t 225 

25 
„ ^ = 0.58140 = ^ „ „ „ „ „ „ =0,0001290 

„ g.= 0,58065 =5J „ „ „ „ „ „ =0,0001315 

„ 9 = 0,57895 = 1^ „ „ „ „ „ „ =0,0003659 

„ 9 = 0,58333=^ „ „ „ „ „ „ =0,0004089. 

Diese Uebersicht weist also die steigende Reinheit der entwickelten 
Tonsysteme von dem der gewöhnlichen Temperatur aus bis zu dem der 
möglich reinsten nach. Es kann an der letzteren auch nicht ftir einen 
gewichtigen Tadel gelten, dass die Quinte weniger rein ist als die grosse 
Terz und grosse Septime; denn das Ohr empfindet eine Abweichung um 
~ des ganzen Tons fast so wenig als die um ^ und ^. — Die gros- 

JA fj 

sere Stufe dieses Systems ist sehr nahe = 74 » die kleinere = -^ der 

Octave, also := ^ der grösseren, daher die Stufenfolge der Durscala 

12, 12, 7, 12, 12, 12, 7, 
die sich der der gewöhnlichen Temperatur mehr nähert als alle vorigen. 
— Die Intervalle zwischen (? und D* , D^ und £* u. s. w. sind hier 
= 0,02735 = g^ g. g. T., also grösser als in den Systemen aus 31 und 
43 Quinten. Die Abweichung von der gewöhnlichen Temperatur end- 
lich beträgt für C^...j^, g. g. T., fUr D«. .. 3^ g. g. T., für FK..j^^ 

g. g. T. , für G* ... öl , ist also für die drei ersten von diesen Tönen 
etwas grösser, für den letzten aber geringer als im System aus 43 Quinten. 
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§ 50. 

Erfüllt nun dieses letzte unter den vier dargelegten Tonsystemen, 
welche erhöhte und erniedrigte Töne unterscheiden , die musikalische 
Forderung möglichst reiner Scalen in allen Tonarten so vollständig, als 
es der Natur der Sache nach überhaupt möglich ist, so steht doch seiner 
Anwendbarkeit in der Musik ein Bedenken entgegen , das zugleich die 
drei anderen Temperaturen derselben Art trifllt, auf das aber, obgleich 
diese letztgenannten nicht neu sind,*) die theoretischen Schriften über 
Musik, so weit sie uns bekannt wurden, nicht aufmerksam machen. In allen 
diesen Tonsyslemen nämlich liegt, eben so wie in der oben (§29 f.) er- 
wähnten und beurtheilten akustischen Tontabelle , C^ tiefer als /)*, D^ 
tiefer als £*, F^ tiefer als G* u. s. f. Diese Lage wird auch in den Schrif- 
ten tlber Compositionslehre, sofern sie überhaupt des ganzen Unterschie- 
des gedenken , als die richtige anerkannt.^) Gegen diese Angabe hat 
Herbart in einer Abhandlung „über die Tonlehre* '*^) folgenden 
Einwand gemacht: »Wir stellen -^ sagt er — in Abrede, was die 
physikalischen Schriften von der sogenannten enharmonischen Tonfolge 
zu sagen pflegen. Nach ihnen sollen die Töne so auf einander folgen: 
c, eis, des, d, dis, es, e u. s. w., anstatt dass sie folgen müssen: c, des, 
eis, d, es, dis, e u. s. w. Fortschreitungen wie diese 

d, ß*, ^, e 
b c h h 

f f r e 

B A A G^ 

sind in der Musik nicht selten. Nun weiss Jedermann, dass die falsche 
Quinte es im Sext^Quinten-Accorde sich unterwärts auflösen muss , hin- 
gegen dis nach Oben zu e hinstrebt. Wenn also ein Violinspieler oder 



*) Es hat z. B. das aus 43 Quinten entstehende schon Sauveur in den Mem. de 
tAcad. de Paris, 1701, angegeben (vgl. Opell ober die Natur der Musik S. 39); das aus 
31 Quinten Galin (s. Delezenne in dem ReceiUl des travaux de lä societe des scietices 
de Lille, «827, /). 20). 

**) So sagt z.B. G. Weber (Theorie der Tonselzkunst Bd. I. S. 35. 2.Aua.): die 
Taste zwischen C und D, wenn sie als Cis vorkommt, soll eigentlich nicht ganz so hoch 
klingen, wie wenn sie als Des erscheint; Fis nicht ganz so hoch wie Ges, Es nicht so 
lief wie Dis, Eis nicht ganz so hoch wie F u. s. w. 

♦**) Psychologische Untersuchungen, I, S. «0« (Werke, I, S. 260). 
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Sänger es spielt oder singt, so treibt ihn sein Gefühl nach Unten (? soll 
wol heissen Oben) ; soll er nun es in dis verwandeln , so bekommt er 
einen Impuls nach Oben. In Folge dieses Impulses muss er den Ton es 
nicht erniedrigen (denn es wird ihm verboten, nach Unten sich zu wen- 
den) , sondern ihn erhöhen , denn nach Oben hin wird er getrieben in 
demselben Augenblick, wo ihm vorgeschrieben ist, dis anstatt es zu 
denken und zu spielen. Dagegen fordert jene physikalische Lehre von 
ihm , er solle rückwärts nach Unten gehen , in demselben Augenblick, 
wo er einen Antrieb aufwärts bekommt« u. s.w.*) In der That kommt 
der hier bezeichnete Fall bei Modulationen durch enharmonische Ver- 
wechselung sehr häufig vor. Wenn auf dem Tasteninstrument diese Ver- 
wechselung nur eine Vertauschung des Namens eines und desselben 
wiederholten Tons ist, so gewinnt sie auf dem Streichinstrument die 
Bedeutung eines vermittelnden Uebergangs zum nächstfolgenden höhe- 
ren oder tieferen Tone, die aber nur möglich ist, wenn die erniedrigten 
Töne tiefer liegen als die ihnen nächsten erhöhten. Wir sind hierin über- 
dies durch die Versicherung tüchtiger Musiker bestätigt worden , dass 
der Violinist nicht blos gelegentlich , sondern stets Cis höher als DeSy 
Dis höher als Es u. s. w. greife. Wir können daher die entgegengesetzte 
Ansicht nur aus dem Respect vor der angeführten akustischen Tabelle 
erklären , in der die Bestimmungen der erhöhten und erniedrigten Töne 
für eben so sicher gehalten wurden , wie es die der Haupttöne sind. 
Vielleicht scheute man sich auch vor der Folgerung, dass ja dann die 
übermässige Prime höher liege als die kleine Secunde, die übermässige 
Secunde höher als die kleine Terz u. s. w. ; wovor man jedoch nicht 
zurückzuschrecken braucht, wenn man bedenkt, dass diese Benennungen 
von den reinen Tönen und Intervallen auf die temperirten übergegangen 
sind (vgl. § 39), und es daher nicht zu verwundem ist, wenn ihr Wort- 
sinn mit ihrer sachlichen Bedeutung nicht mehr ganz zusammenstimmt, 
obgleich ihr Zusammenhang mit den (nun temperirten) Haupttönen und 
deren Intervallen unverändert geblieben ist. 



*) Herbart, selbst schon theoretisch und praktisch mit der Musik vertraut^ fand 
für diese Ansicht Beistimmung bei einem Manne vom Fach, seinem Freund Griepen- 
kerl in Braunschweig. Dieser ist es, der (a. a. 0. S. f 20) an Herbart schreibt: Cis ist 
höher als des, dis höber als es u. s. w. Es gilt dies von jedem zuföilig erhöhten und 
zufällig erniedrigten Tone, wenn beide auf dem Glavier dieselbe Taste haben. 
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§51. 

Aus der Tabelle a. E. von §39 geht hervor, dass die DiflFerenzen 
oder Intervalle D^ — C», E^ — D^, F' — E, F—&, G^ — F\ A^ — G« 
Ä* — J^, c^' — U^ für jede Art von gleichscbwebender Temperatur 
gleich, nämlich, wenn q das Intervall der temperirten Quinte, =7 — \^q 
sind. Es sind daher diese Differenzen positiv, null oder negativ, je 
nachdem q kleiner, gleich oder grösser als ^. Die gewöhnliche Tem- 
peratur also, in der g = ^ und O^ und /)*, D^ und E^ u. s. w. zusam- 
menfallen, scheidet alle übrigen gleiohschwebenden Temperaturen in 
zwei Classen, in deren einer q<jg undD* höher als O, £* höher 
als Iß liegt u. s. w., indess in der andern gf > ^ ist und D* tiefer als 
C*, E^ tiefer als Iß liegt u. s. f. Die in den vorgehenden §§ angegebenen 
vier Temperaturen gehören sämmtlich in die erste Classe. Wir haben 
uns also jetzt nach Temperaturen der zweiten Classe umzuthun , in de- 
nen, wenn die Quinte abwärts schweben soll, 5f> 0,58333 und < 0,58496 
seyn muss. Dass hierbei die Intervalle der grossen Secunde , 2} — 1 , 
der grossen Terz , iq — 2 , grossen Sexte , 3g — 1 , und grossen Sep- 
time Sj — 2 nothwendig grösser und, was hieraus unmittelbar folgt, die 
der kleinen Secunde, kleinen Terz, Quarte, kleinen Sexte und kleinen 
Septime kleiner als in der gewöhnlichen Temperatur werden müssen, 
leuchtet von selbst ein. Es folgt daraus aber , wie sich sogleich zeigen 
wird, nicht, dass deshalb alle diese Intervalle sich durch die Erhöhung 
der Quinte mehr von der Reinheit entfernen müssten , als es in der ge- 
wöhnlichen Temperatur geschieht. Man hat sich überhaupt des Vorur- 
theils zu entschlagen, als ob diese Temperatur die vollkommenste 
wäre, da. sie es in der That nur für die Tasteninstrumenleist, die auf 
zwölf Töne beschränkt sind , im Uebrigeri ihr aber nur die Bedeutung 
der mittleren gleichschwebenden Temperatur zwischen den angeführ- 
ten zwei Classen zukommt, von denen die zweite näher zu untersuchende 
jedenfalls noch reipere Quinten und Quarten hat, im Ueljrigen aber schon 
(§ 49) gezeigt worden ist, dass diese mittlere Temperatur in der Ge- 
sammtheit ihrer Bestimmungen den Temperaturen der ersten Glässe an 
Reinheit nachsteht. 



Abhnndl. d. K. S. G«s. d. Wissensch. IV. 
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§52. 

Von den in § 44 ausgezeichneten Quinlencirkeln ist eigentlich nur 
einer vorhanden, der eine Temperatur der zweiten Classe giebt, näm- 
lich der, dess^ Quinte = |^. Da jedoch der Werth 9 = " sich in der 
Reihe der schärfsten Näherungswerthe der reinen Quinte befindet und 
seine Scbwebung aufwärts sehr klein ist (vgl. § 43), so steht er so dicht 
an der obem Grenze der Classe , dass er wohl mit berücksichtigt zu 
werden verdient. Dieser Quinlenwerth giebt niin folgendes Tonsystem: 



c = = 0,00000 
H« = ^ = 0,02439 

4« = ^»* = JL == 0,04878 
/)* =^ = 0,07317 
C =^ = 0,09756 
H««=:^ = 0,12195 
^** = ^=: 0,1 4634 
D =^=0,17073 
C«» = ^ = 0,19512 

gm~pi =^ = 0,21951 
£* =JJ= 0,24390 
D* =ii = 0,26829 

C»* = G»^ = *^z= 0,29268 
F* =JJ== 0,31707 
E =ü= 0,341 46 
D««* = JJ = 0,36585 
G" = IJ = 0,39024 
F =11 = 0,41463 
£» =J| = 0,43902 

D«»=A»» = 1? = 0,46341 
G* =5^ = 0,48780 



c — 1 =1,00000 
d*» = J? = 0,97561 
A«»=JJ = 0,95122 
ü =?? = 0,92683 
c* =52 = 0,90244 

C^==^ =?? = 0,87805 
A« =1^ = 0,85366 
H* =JJ = 0,82927 
c** =J5 = 0,80488 
G«« = 1? = 0,78049 
A =51 = 0,75610 
H" = ?; = 0,73171 

F^ = (?>' =55=0,70732 
G« =55 = 0,68293 
A* =55 = 0,65854 

£» = fl»* = 5; = 0,63425 
F«» = 55 = 0,60976 
C =55 = 0,58537 
A" = '4 = 0,56098 
^«» = 55 = 0,53659 
F» =55=0,51220 
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Die Abweichungen von der Reinheit sind hier: für die Quinte 
= 0,00041 = ^~ g. T. ^genauer nach § 43 nur ^^^ ; für die grosse 
Terz = 0,01 953 = gL g. T.; für die kleine Terz = 0,01 913 = ^ g. T.; 
für die grosse Secunde = 0,00080 = —^ g. T.; für die grosse Septime 

= 0,01994 == g-^ g. T. Quinte, Quarte, grosse Secunde und kleine 
Septime sind also so gut als völlig rein ; dagegen weichen die beiden 
Terzen, die grosse Septime und kleine Secunde beträchtlicher von der 
Reinheit ab, als nach den gewöhnlichen Ansichten zulässig scheint. Be- 
währte Theoretiker, wie Marpurg u. A., geben nämlich an, dass die 
grosse Terz um nicht mehr als höchstens ^ der kleinen Diesis, die kleine 

Terz um nicht mehr als ^ des Drittheilstons abwärts schweben dürfe. 
Es ist nicht wahrscheinlich, dass diese Vorschrift auf Versuchen beruht; 
denn es hätte dann bemerklich werden müssen, dass beide Bestimmungen 
völlig gleich sind, da aus den Intervallgrössen der kleinen Diesis 
= 0,03422 (§ 18) und des Drittheilstons = 0,0521 4 (§ 19) sofort sich 
ergiebt, dass ^ der ersteren gleich ~ der zweiten, nämlich = 0,01629 

d. i. = j^ g. T. ist. Angenommen jedoch diese Vorschrift sey in ihrer 
ganzen Bestimmtheit begründet, so bezieht sie sich , wie die bisherigen 
Untersuchungen über Temperatur überhaupt, vorzugsweise auf die 
Stimmung der Tasten- und eines Theils der Blasinstrumente. Wo nun, 
wie da, erhöhte und erniedrigte Töne zusammenfallen, ist es wohl be- 
greiflich , dass der Zwischenraum zwischen der aufwärts schwebenden 
grossen und der abwärts schwebenden kleinen Terz nicht so gross seyn 
darf, als da, wo zwei Mitteltöne Platz finden. Wenn femer an der Kirn- 
bergerschen Temperatur getadelt worden ist, dass in einigen Tonarten 
die grossen Terzen um ein sydtonisches Komma = ^ g. T. höher sind 
als die reinen, so ist auch dies ein andres Verhältniss als im vorliegen- 
den Falle. Denn da auf einem nach dieser Temperatur gestimmten In- 
strument (eine Stimmung, die vor Scheibler's Stimmmethode gar nicht 
genau ausführbar war) das Ohr bei jeder Ausweichung aus einer reineren 
Tonart in eine unreinere oder umgekehrt aus dieser in jene reinere 
Terzen mit unreineren unmittelbar zu vergleichen Gelegenheit hat, so 
muss dann obnfehlbar ein weit grellerer Eindruck entstehen , als wo in 
allen Tonarten alle grossen Terzen und ebenso alle übrigen gleich- 
namigen Intervalle gleichviel sich von der Reinheit entfernen; daher wird 
hier selbst eine grössere Abweichung keine auffallende Wirkung hervor- 

6* 
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bringen. Es ist überhaupt zu beachten, dass unsre moderne Musik uns 
nur temperirte Töne und Intervalle hören lässt und hieraus ohnq Zweifel 
eine gewisse -Gewöhnung entsteht. Diese schwächt nun zwar nicht oder 
verdirbt gar die Empfänglichkeit für die reinen Consonanzen und Ac- 
corde; dass aber der, welcher solche Reinheit hört, wie Scheibler*) 
sagt, sein.»frohes Erstaunen über diese wohlthuende Reinheit ausspricht«, 
verräth sehr deutlich , wie wenig wiu sie zu hören gewohnt sind und 
— nach der Natur unsrer heutigen Musik — sie hören können. Es 
ist daher mindestens eben so wichtig die grösslen Abweichungen 
des vorliegenden Systeins von der gewötinlichen oder mittleren 
Temperatur* zu untersuchen als die von der Reinheit. Sie sind 

folgende: für die Quinte = 0,00204 = |^ g. T.; für die grosse Terz 

= 0,00813 = ^ g. T.; für die kleine Terz = 0,00610 = 3^^ g. T.; 

für die grosse Secunde = 0,01 594 = ^^ g. T. ; für die grosse Septime 

= 0,01 016 = ^g^. Diese Abweichungen sind also, mit Ausnahme der 

grossen Secunde, kleiner als die, um welche die gewöhnliche Temperatur 
in den Terzen von der Reinheit sich entfernt. Für C* beträgt der Unter- 
schied 0,01423 = ^ g. T., für Z)« ist er = 0,01829 = ^^5 g. T., 
für F» = 0,01 220 = 7^ g. T., für G^ = 0,01 626 = ^ g. T. Diese 
Abweichungen sind also grösser als die vorigen. Es ist aber auch be- 
kannt, dass der Violinist beim Zusammenspiel mit dem Pianoforte die 
erhöhten und erniedrigten Töne weniger scharf zu nehmen pflegt , als 
er sonst gewohnt ist, sondern sich der Temperatur des Pianoforte an- 
bequemt. — Die grössere Stufe dieses Systems ist =: ^, die kleinere 
= ^, also = y der grösseren ; die Durseala hat demnach dieselbe Form 

wie in dem feystem aus 43 Quinten (§ 47). Die Grösse* der Intervalle 

zwischen D^ und C*, £* und Iß u. s. w. ist hier = ~ der Octave oder 

45 • 

y der grossen Secunde , was zugleich sehr nahe =: y g. T. ist. 

§53. ^ . 

Was endlich die temperirte Quinte belriöl, deren Intervall ? = |j 
ist, so führt sie auf folgendes Tonsystem : 



*) lieber mathematische Stimmung, Temperatur und Orgelstimmung, S. tZ. 
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C = = 0,00000 
H* =^ = 0,01887 



A«» = F»* = ^ = 0,03774 
£»»= A =. 0,05660 
D* =^ = 0,07547 
C« =A = 0,09434 

53 






0,11321 
0,13208 



£**=-! = 0,1 5094 

58 



D 



± = 0,16981 

68 



C^ =!!! = 0,18868 
/i» = G** = ii = 0,20755 

— 53 

F* = i| = 0,22642 

53 

£* =1| = 0,24528 

58 

D» =i| = 6,2641 5 

53 



n» : — ^5 
53 
16 



0,28302 



\H« = G»* = - = 0,30189 

— 9o 



F» 



: *^ = 0,32076 

53 

E ^~ = 0,33962 

53 

ö*» = ii = 0,35849 

58 

C« = A** =1-" = 0,37736 

53 

G" = |i = 0,39623 

53 

F =11 = 0,41509 

53 

£« =11 = 0,43496 

58 

D» =|A = 0,45283 

53 

A^ =11 = 0,47170 



G* 



1^ = 0,49057 

59 



c = i ±= 1,00000 



62 



1^ = 0,98113 



SS 



d** = 
G*» = e** =|i = 0.96226 

53 

^«t». ^ 50 ^ 0,94340 

53 

H =41 = 0,92453 

53 



~ 1! = 0,90566 
= " = 0,88679 

58 

G»* -= ^ = 0,86792 

53 



ds* 



//* 

p« ^= d*» 

G«» 



= 1« = 0,84906 
= 11 = 0,83019 

53 

= *! = 0,81132 

53 • 

= ♦? = 0,79245 

63 ' 

= «1 = 0,77358 

68 ' 

A =^ = 0,75472 
H** = ?? = 0,73585 

53 



EW-—c^ 



«« = 0,71698 

53 ' 



0,69811 



F» =- 

53 

G« = ?? = 0,67924 

53 

A* = 1* = 0,66038 

58 

ff«» = ^ = 0,641 51 

58 

£»» = c** =11 = 0,62264 

53 

F«» = II = 0,60377 

53 



G 



34 
58 
38 
53 
32 
53 

?i 
53 
30 



= !1 = 0,58491 



A" = 1^ = 0,56504 

53 

D« = H*» =11 = 0,54717 
£«« = II = 0,52830 

53 

F» =1^ = 0,50943 

53 



Dieses System hat wesentlich denselben Charakter wie das vorige, 
nur nähert es sich mehr sowohl der Reinheit als der mittleren Tempe- 
ratur. Die Abweichungen von der Reinheit sind nämlich : für die jetzt 
abwärts schwebende Quinte = 0,00006 =^8- T', für die grosse 
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Terz = 0.01 769 = ^^ g. T. ; für die kleine Terz = 0,01 775 = i^ g. t. ; 
für die grosse Secunde = 0,0001 1 -= ^^^ g. T. ; filr die grosse Septime 

= 0,01764 = A g T. Quinte, Quarte, grosse Secunde und kleine 
Septime sind also als völlig rein zu betrachten, Terzen und Sexten, sowie 
die kleine Secunde und grosse Septime weichen um etwas weniger als 
das syntonische Komma ab. Die Abweichungen von der gewöhnlichea 
oder mittleren Temperatur sind : für die Quinte = 0,001 57 = x^ g- T. ; 
für die grosse Terz = 0,00629 = ^^ g. T.; für die kleine Terz 
= 0,00472 = ^ g. T. ; für die gr. Secunde = ^^ g. T. ; für die grosse 
Septime = ^ g. T., also sämmtlich unmerklich klein. Für C* beträgt 
der Unterschied von der mittleren Temperatur 0,01101 = -^ g. T.; 
für /)«... 0,01414 = ^g.T.; für F» ... 0,00943 = ^^ g. T.; für 

G^ ... 0,01 257 = j^ g. T. ; der Unterschied ist also für alle diese Töne 
sehr gering und fast unmerklich. — Sehr kurz lässt sich die Lage der 
einfach erhöhten und erniedrigten Töne durch die Bemerkung angeben, 
dass die erniedrigten Töne D*, E\ F, C*, A\ fl^ c* fast 
genau mit ihren Bestimmungen nach der Kirnbergerschen 
Temperatur zusammenfallen, die ihnen (§32) nächstbe- 
nachbarten erhöhten aber sämmtlich um y g. T. (das Komma 
der Alten) höher liegen. 

Die grössere Stufe dieses Systems ist = ^, die kleinere = ^, also 

= Y der grösseren , folglich ziemlich nahe = —. Die Stufenfolge der 
Durscala ist also hier 

9, 9, 5, 9, 9, 9, 5, 
und nähert sich demnach der Stufenfolge der mittleren mehr als die 
aller anderen im Vorigen dargelegten Temperaturen. 

Endlich verdient noch bemerkt zu werden, dass dieses Tonsystem 
(und mit weniger Schärfe auch das vorige aus 41 Quinten) in der 
Tonfolge 

C, Z), P, F, C, H'\ c*, c 

mit unmerkbaren Abweichungen die reine C-durscala, 
und eben so in der Tonfolge 

c, H', G\ G, F, jD«, D, C, 

die absteigende reine C-mollscala darstellt. Es besitzt 
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aber diese genäherten reinen Scalen auch in jeder andern Tonart. Denn 
da, um bei der Durscala stehen zu bleiben, diese durch die Intervalle 

' 58' 58» 58' 53' 63' 53' ^ 

bezeichnet ist , so braucht man nur diese Werthe zu dem Intervallwerth 
des zum Grundton angenommenen Tons zu addiren , um die Intervalle 
zu erhalten, welche die für diesen Grundton die Durscala bildenden 
Töne mit C haben, und daraus diese selbst nach der Tabelle zu finden. 
Sey z. B. jE* der Grund ton, dessen Intervall = i|, so sind die Töne der 
£'«-durscala bestimmt durch die Intervalle 

^ 32 80 85 44 52 64 66 
58' 58' 58' 58' 53' 58' 53' 53' 

denen die Töne 

E\ F, A**, A\ H\ d'\ e'\ e* 
entsprechen, welche also die nahe reine ^«-durscala darstellen. 

§ 54. 
Es bleibt jetzt noch zu untersuchen tlbrig, ob es nicht vielleicht 
noch ein andres Tonsystera giebt, welches bei derselben enharmonischen 
Tonfolge sich der Reinheit und der mittleren Temperatur noch mehr 
nähert. Dass die in § 43 gefundenen Näherungs werthe der Quinte 
IJ? = 0,5849673, JJ? = 0,5849624 u. s. f.. welche auf jj = 0,5849057 

folgen , die Hauptintervalle nicht reiner geben können als ^f = j^ , geht 
sofort daraus hervor, dass sie grösser als dieser Werth sind, also, in 
den Ausdrücken 2^ — :- 1 , 3q — 1 , 4^ — 2, 5g — 2 der Intervalle der 
grossen Secunde, Sexte, Terz und Septime substituirt, nolhwendig stär- 
ker abweichende Werthe geben müssen. Da nun in dem Vorigen er- 
wiesen ist, dass es keinen Cirkel von weniger als 53 Quinten giebt, der, 
bei gleicher enharmonischer Tonfolge wie dieser, sich der Reinheit 
mehr näherte, so kann nur ein Cirkel, dessen Quintenzahl zwischen 53 und 
306 oder 306 und 665 u. s. f. liegt, grössere Reinheit gewähren, die 
Grösse seines Quintenintervalls aber wird zwischen den Grenzen ^ und 
^ enthalten seyn müssen. Solcher Cirkel giebt es nun in der That un- 
zählig viele, aber es lässt sich zeigen, dass bei merklicher Zu- 
nahme der Reinheit des Systems die Unterscheidbarkeit 
der erhöhten Töne von den erniedrigten in stärkerem 
Masse sich vermindert. Wir können nämlich nach der Reinheit 
der grossen Terz die Reinheit des Systems beurtheilen, da ihr Intervall 
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von dem Vierfachen der temperirten Quinte abhängt, indess in der 
grossen Sexte nur das Dreifache , in der grossen Secunde nur das Dop- 
pelte, in der grossen Septime aber zwar das Fünffache der temperirten 
Quinte vorkommt, diese aber eine stärkere Abweichung verträgt als die 
grosse Terz, die nächst der Quinte am reinsten seyn soll. Aendert sich 
nun 9 um z/f , so ist die Aenderung des Intervalls der grossen Terz 
— iJ[q. Es ist aber nach der Tabelle a. E. des § 39 das Intervall 
zwischen D* uqd C*, JE* und D* u. s; w. = i2q — 7, daher ändert sich 
dieses gleichzeitig mit f um — i2Jq\ also ist die Abnahme dieses 
Intervalls dreimal so gross als die Annäherung des Intervalls der 
grossen Terz an das der mittleren temperirten, und somit die Zunahme 
ihrer Reinheit. 

Sey die Differenz von ß* und C^ d. i. 12g — 7 gleich -^ der grossen 

Secunde, also = ^^^» so folgt hieraus 

Setzt man nun successiv n = 4, 5, 6 1 5 , so erhält man folgende 

Tabelle, in der u die Abweichung des Intervalls der grossen Terz von 
der Reinheit bezeichnet, und 1 2g — 7 die Differenz C* — D^ sowohl in 
Theilen der temperirten grossen Secunde als des reinen ganzen Tons 
angiebt. 



n 



— 2 


tt 


0,34783 


ifrS-T. 


0,34483 


4 
7,4 »' 


0,34286 


4 


0,34146 


4 
8,7 " 


0,34043 


4 
9,2 '> 


0,33962 


4 

•,6 '»* 


0,33898 


4 

40 " 


0,33846 


4 
10,3 '^ 


0,33803 


4 
40,6 " 


0,33766 


4 
40,8 '' 


0,33735 


4 

44 " 


0,33708 


4 
44,8 - 



12g — 7 



4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 



H 

46 
47 
29 
44 
70 
24 
44 
55 
94 
84 
58 
69 
448 
38 
65 

8a 

4 42 
45 
77 
97 
466 
52 
89 



; 0,58696 
0,58621 
0,58571 
0,58536 
0,58511 
0,58491 
0,58475 
0,58462 
0,58451 
0,58442 
0,58434 
0,58427 



46 
46 
40 
29 
24 
70 
44 
44 
82 
94 
_48 
53 
40 
448 
22 
65 
48 
4 42 
26 
77 

4 66 
80 
89 



T gr. See. := ITTT «. T 



3,9 S 
4 

*,» 

4 
5,9 

4 

7 
J_ 

8 

J_ 

9 
J_ 

40 

4 
44,4 

4 
42,4 

4 
43,4 

4 
4 4,4 

4 
4 5,4 
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Hieraus erhellt nun , in Uebereinstimmung mit dem Vorigen , dass 
die grosse Terz viel langsamer der Reinheit sich nähert , als der Unter- 
schied der benachbarten erhöhten und erniedrigten Töne sich vermin- 
dert. Für n = 1 3 ist dieser schon geringer als die Abweichung der 
gewöhnlichen temperirten kleinen Terz von der reinen , für n = 1 5 
geringer als die Abweichung der gewöhnlichen temperirten grossen 
Terz. Man sieht hieraus, dass das Tonsystem von 53 Quinten mit der 
möglichsten Reinheit der grossen Terz noch hinlängliche Unterscheid- 
barkeit der erhöhten Haupttöne von den erniedrigten verbindet, dass 
aber , wenn dieser Unterschied grösser als y g. T. genommen wird, 
consequenter Weise auch die grosse Terz weniger rein seyn muss. 

§55. 
Es könnte in Zweifel gezogen werden , ob so kleine Unterschiede 
wie Y des ganzen Tons auf der Violine, bei der Kürze ihrer Saiten, 
sich mit Sicherheit greifen lassen. Um dies zu untersuchen, sind die 
Saitenlängen zu bestimmen, die den vorkommenden Tönen entsprechen. 
Sey die Länge einer Violinsaite , vom Steg bis zum Sattel genommen, 
= /; die Länge, welche ihr zukommt, wenn sie einen Ton angiebt, der 
um das Intervall x — x höher ist als der Ton der ganzen freischwingen- 
den~Saite, = f, so ist, da sich die Saitenlängen der Töne umgekehrt 
wie ihre ^chwingungszahlen verhalten, 
\ 1 _ V _ L 

daher lo^ -f = — {x' — x)\og 2 = — 0,30103 . {x—x). 

Setzt man nun für die Temperatur aus 53 Quinten x — x = ^, wo k 
die ganze positive Zahl ist, die in 53steln der Octave die Grösse des 
Intervalls des Tons ausdrückt, dessen Saitenlänge man sucht, so wird 
logy = — 0,0056798. A. 

Ebenso wird für die Temperatur aus 41 Quinten, wenn man x — ^ = 4T 
s®^^' log f = — 0,0073422 . A. 

Endlich giebt für die gewöhnliche mittlere Temperatur x — x = ^ 
logy = — 0,0250858. A. 
Da auf der Violine die vier Saiten, wenn sie frei schwingen, die 
Töne g, d, 5, e angeben, so ist das Intervall x — o? in Bezug auf diese 
als Grundtöne zu nehmen, also für g, in der Temperatur aus 53 Quinten 
zusetzen, x = ^; fürd, a? = ~; füra, x = ^\ füre, a? = JJ; f^r 
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X aber der Intervallwerth des Tons, dessen Saitenlänge bestimmt wer- 
den soll zu setzen, woraus sich dann A ergiebt. Es wird also z. B. für 
die Töne a, e, Ä, /* x resp. = ^5, j|, ^, || zu setzen seyn, woraus für 

alle vier folgt x — x = ^, also A = 9. Hiernach sind nun in den fol- 

t X t 

genden zwei Tabellen die Zahlen in den Columnen log ^— , log p^, log j-^, 

die , wie man von selbst sieht , sich auf die drei angeführten Tempera- 
turen beziehen, berechnet. Addirt man zu diesen Zahlen log /, nachdem 
/ durch wirkliche Messung bestimmt ist, so ergeben sich die Logarithmen 
von /'jj, /'^j, f^j, d. i. die Logarithmen der den nebenstehejiden Tönen 
entsprechenden Saitenlängen und hieraus diese selbst. In den folgenden 
zwei Tabellen ist / = 329 Millimeter angenommen.*) 



9 d 


a e 


¥ Ittt /"ttW 


0*" rf 


A»* 7** 


P* P" 


a" i* 


P F 


g^ d* 


2» e» 


Ä**7* 


B* r 


a e 


A p 


gmf f^Jm QWt ^m 


c" g^" 


3" a** 


h" f 


? f 


(jfi e^ 


Ä^ /^ 


c* f 


d^ «* 


h f* 


c» p 


/JWtT /Hffr 


W» /» 


d" 5" 


i»* A" 


C £ 


3 






3» 5» 


e* P 


c" 9" 


d* 0* 



Jog!- 


log^ 


^'« 


f« 


0,00000 


0,00000 


329r00 


329.-00 


— 0,00568 


0,00734 


324, 


73 


323, 


48 


0,01704 


0,01468 


316, 


35 


318, 


07 


— 0,02272 


— 0,02203 


312, 


23 


312, 


73 


— 0,02840 


0,02937 


308, 


17 


307, 


49 


— 0,04544 


— 0,04405 


296. 


32 


297, 


27 


— 0,05H2 


— 0,05140 


292, 


47 


292, 


13 


0.05680 


0,05874 


288, 


67 


286, 


72 


0,06816 


— 0,06608 


281, 


22 


282, 


56 


0,07384 


— 0,07342 


277, 


56 


277, 


64 


0,07952 


— 0,08076 


273, 


95 


273, 


17 


0,09656 


— 0,09545 


263, 


41 


264, 


09 


0,10224 


— 0,10279 


259, 


99 


259, 


66 


0,10792 


— 0,10913 


256, 


61 


255, 


90 


— 0,11928 


— 0,11748 


249, 


99 


251, 


60 


— 0,12496 


— 0,12482 


246, 


74 


246. 


82 


— 0,13064 


— 0,13216 


243, 


52 


242, 


68 


— 0,14199 


— 0,13950 


237, 


25 


238. 


61 


— 0,1 4767 


— 0,14684 


234, 


16 


234, 


76 


0,15335 


— 0,15419 


231, 


12 


230. 


68 



*) Nach einer MiUheilung von Herrn Dr. med. V. Carus, dessen musikalische 
Erfahrung mir, wie ich hiermit dankbar anerkenne, bei der vorliegenden Arbeit in 
mehreren Punkten förderlich war. 
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9i 



g d a e 

a^ y h" J 

^ d*^ o^ e* 

A** i» B* f 

¥ f cg 

€? "d* W P 

c* f d* a* 

A 7^ «" ^ 

c ^ <i a 

ut 7^ ='*"' <M» 

5* ä* i* A* 

^ ^ tr aß 



logf^ 


^'« 




0,00000 


329,""00 


[ 0,02509 


310, 


54 


0,05017 


293, 


11 


— 0,07526 


276, 


65 


[ 0,10034 


261, 


13 


— 0,12543 


246, 


47 


[—0,15052 


232, 


64 



Hieraus ist nun ersichtlich, dass auch die kleinsten räumlichen Un- 
terschiede, nämlich die, welche c* und d* auf der ^-Saite, g^ und a^ auf 
der d-Saite, ^ und P auf der ö-Saite und W und Ä * auf der S-Saite 
entsprechen, für die Temperatur aus 53 Quinten immer noch 3 Milli- 
meter (^ Lpz. Zoll) , für die Temperatur aus 41 Quinten 4 Millimeter 
(^ Zoll) betragen, also immer noch eine merkliche VerrUckung des 
Fingers fordern; dass sich aber mit gleicher, ja zum Theil mit weit 
grösserer Sicherheit nicht nur alle doppelt erhöhten und erniedrigten 
Töne , sondern sogar die dreifachen Ä**, ?*, /^ auf dem Griffbret von 
ihren nächsten Nachbarn unterscheiden lassen, also die Angabe eines 
Tonunterschieds von y g. T. keine praktischen Schwierigkeiten hat.*) 



*) In den vorstehenden Tabellen ist auf die Verschiedenheit der Spannung, 
welche die Saite erleidet, je nachdem sie näher ihrer Mitte, wo diese Spannung am 
kleinsten ist, oder näher am Stege niedergedrückt wird , keine Rücksicht genommen. 
Wollte man jene Tabellen zu Versuchen benutzen , so müsste ihnen , zumal für die 
grösseren Werthe von f, noch eine kleine Correction beigefügt werden, die indess auf 
die Differenzen der SaitenlUngen benachbarter Töne keinen Einfluss haben wird. 
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§56. 

Ob das ToDsystem aus 53 Quinten dasjenige ist, dessen sich der 
Violinist unbewusst bedient, lässt sich natürlich rait voller Gewissheit 
a priori nicht bestimmen. Auch ist kaum anzunehmen , dass er dieses 
oder ein ihm nahe liegendes immer in aller Schürfe einhaken werde, 
da der musikalische Vortrag bald zur Schärfung , bald zur Abstumpfung 
der Intervalle treibt. Wie aber bei der Bestimmung des elliptischen 
Sphäroids des Erdkörpers die Aufgabe ist, die Gestalt der'idealen Ober- 
fläche zu bestimmen, die sich zwischen den Höhen der Gebirge und den 
Tiefen des Meeres mitten hindurchzieht, so kann es sich auch hier, bei 
Instrumenten, die eines so freien Ausdrucks der EmpOndung fähig sind 
wie die Streichinstrumente, um nichts Andres handeln, als die mittlere 
Höhe der Töne zu bestimmen, welche der Spieler durchschnittlich 
beobachten mag. Es bedarf übrigens kaum der Bemerkung, dass, wenn 
sich durch Versuche der mittlere Unterschied, den der Violinist oder 
Cellist zwischen C* und D* u. s. w. einhält (das — in § 54), mit zu- 
reichender Genauigkeit festsetzen lässt, dadurch die temperirte Quinte 
und mit dieser die Temperatur der Streichinstrumente empirisch gege- 
ben ist. 

In dasjenige Gebiet aber, das der blossen mathematischen Be- 
trachtung zugänglich ist, fällt noch eine Untersuchung, die als Gegen- 
stück zu der in § 48 f. geführten angesehen werden kann. Es wurde 
nämlich in § 53 bemerkt, dass das System aus 53 Quinten neben der 
temperirten auch in genäherten Werthen die reine Dur- und Mollscala 
enthalte. Man kann sich nun die Aufgabe stellen : die Temperatur zu 
finden, in welcher die Tonfolgen C, D, F, F, G, H^\ c\ c und c, tf*, 
G^ G, F, D^, D, C in möglich grösster Reinheit die aufsteigende C-dur- 
und absteigende C-mollscala darstellen. Mit der Lösung dieser Aufgabe 
möge unsre Untersuchung geschlossen werden. 

§57. 

Es kommt auch hier, wie in § 48, nur auf die Temperirung von 
fünf Tönen , nämlich D, F\ G, H^\ c* an, da C und c fest stehen und F 
durch G, Jff* durch D, G» durch F*, D« durch fl** gegeben ist. Nun ist, 
nach § 39 a. E. für jede gleichschwebende Temperatur das Intervall 
von D =r 2g — 1 , das von F* = 5 — 8g, das von G == q, das von 
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Jf** = 6 — 9g, das von c*= 5 — 7g. Da nun diese Töne der Reihe 
nach jetzt die gresse Sequnde, Terz, Quinte, Sexte ifnd Septime mög- 
lichst rein darstellen sollen, so müss, wenn wieder d, e, g, a, h die reinen 
lotervalle derselben bezeichnen, 

{d — 2q+iY+ie—b + 8qf+{g-qf+{a—6 + 9qY+{h—b + lqf 

ein Minimum , mithin der Differentialquotient dieser Summe nach q null 
sevTi. Hieraus folgt 

434 + ad + gr — 8e — 9a ~ 7^ . 

9 499. log« ' 

oder, wenn für d,'g, u. s. w. ihre logarithmischen. Werthe gesetzt 
werden, * . • 

Es bedarf hier nicht der Umwandlung dieses Werths in einen Ket- 
tenbruch, um einen ihm nahe gleichen gemeinen Bruch zu erhalten; 
denn die Tabelle in § 54 weist nach, dass ein solcher in grosser Schärfe 

CA 

—^ ist. Substituirt man den genauen Werth in der obigen Quadrat- 
summe, so ergiebt sich die 

Summe der Quadrate der Abweichungen = 0,0000002760,^*) 

woraus erhellt, dass die Reinheit der durch diese Quinte bestimmten 
und durch die bezeichntäten Töne des Systems aus 118 Quinten gebil- 
deten Scalen ungleich grösser ist als die, welche im System aus 74 
Quinten die gewöhnlichen scalenbildenden Töne C, D, E u. s. w., c, A*, 
a* u. s. w. darstellen. Dies, so wie was das System sonst charakterisirt, 
wird deutlicher hervortreten, wenn wir dasselbe bis zu den zweiten 
Erhöhungen und Erniedrigungen und deren Ergänzungen zur Octave 
entwickeln. 

§.58. 
Wir erhalten dann nämhch folgende Tabelle : 



'*) Mit 4 Osteiligen Logarithmen berechnet. 

**) Für das System aus 53 Quinten ist diese Summe = 0,0000038559. 
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C : 

H« : 

JB»* : 

D* 

JE** 

D 

cm 
pt 

JE* 
D« 
P 
E 

G** 
F 

G* 



0,00000 

0,01718 (^3' 

0,05899 

0,07617 
: 0,09336 

0,11054 
: 0,1 5235 
: 0,16953 
: 0,18671 



= 0,26289 (^g^ 
= 0,32188?^^ 
= 0.33906 fej 
= 0,35624 ?^ 
= 0.39805 (^3^ 
= 0.41523 te^ 
= 0,43242 (ß\ 
= 0,47423 (ß. 
= 0,49141 fe 




c 

<i** = 

A«» = 

ff = 

c* = 

d»* = 

H* = 

C** : 

Q» -. 
A -. 

H** : 
G« : 

A» : 

H»* 

G 

A** 

F«« 
F« 



= 1,00000 
= 0,98282 
= 0,94101 
= 0,92383 
= 0,90664 
= 0,88946 
= 0.84765 
= 0,83047 
= 0,81329 
0,77148 
0,75430 
0.73711 
0,67812 
: 0,66094 
: 0,64376 
= 0,60195 
: 0,58477 
: 0,56758 
: 0.52577 
= 0.50859 



Die Abweichungen von der Reinheit sind : Air die Quinte 
= 0,0001 9 = 5^ g. T. ; für die grosse Terz = 0,01 71 3 = ^^ g. T. ; 
für die kleine Terz ^0.01733 = ^ g. T.; für die grosse Secunde 
= 0,00039 =4^ g. T.; für die grosse Septime = 0.00039 = ^3^ g. T. 
Die Abweichungen von der mittleren Temperatur dagegen sind : für die 
Quinte = 0,001 33 = ^^ g. T.; für die grosse Terz = 0.00573 = ^ 
g. T.; für die kleine Terz = 0,00430 = j^ g. T.; für die grosse Se- 
cunde = 0,00286 = 5^g. T.; für die grosse Septime = 0,00286 =,5^ 
g. T.; sammtlich unmerklich. Für C* beträgt die Abweichung von der 
mittleren Temperatur 0,01003 = j^; für D» . .. 0,01289 = ^ g.T.; 
für F« , . . 0,00859 = ^ g. T. ; für G* ... 0,01 145 = ^ g. T. Auch 
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diese Abweichungen sind also fast unmerkbar. Sämmtliche einfach er- 
niedrigte Töne aber liegen um 0,01 71 9 = ^ g. T. tiefer als ihre nächst- 
benachbarten erhöhten und fallen mit den gleichnamigen Tönen der 
Kirnbergerschen Temperatur noch genauer zusammen, als die Töne des 
Systems aus 53 Quinten, das wie man sieht, in jeder Hinsicht sich dem 
vorliegenden sehr nahe anschliesst. Die grössere Stufe des letzteren ist 
^, die kleinere ^, also ~ der grösseren. Die Stufenfolge der Durscala 
ist also hier 

20, 20, H, 20, 20, 20, H. 

Ohne zu behaupten, dass dieses System dasjenige sey, dem sich 
die Musik der Streichinstrumente am meisten näherte , da vielleicht der 
Unterschied zwischen C^ und D* u. s. w. zu gering ist, besitzt es doch 
unter allen Systemen, die diese Töne in gehöriger enharmonischer Folge 
unterscheiden, die grösste theoretische Vollkommenheit, indem es 
in allen Tonarten neben den temperirten Scalen auch die reinen in der 
grösstmöglichen Annäherung darstellt. 
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. - LilJHANG. 

ÜBER DIE BESTMÖGLICHE AKUSTISCHE BESTIMMUNG DER 
ERHÖHTEN UND ERNIEDRIGTEN TÖNE. 



1 . Es ist oben (§ 26 ff.) ausführlich gezeigt worden , dass es un- 
möglich ist, für die einfach erhöhten und erniedrigten Töne solche Be- 
stimmungen zu finden, durch welche sie, in Verbindung mit den 
akustisch reinen Haupttönen, für alle Tonarien reine Scalen geben. Man 
kann sich aber die Aufgabe stellen: bei festgehaltener Reinheit 
der Haupttöne ihre einfachen Erhöhungen und Ernie- 
drigungen so zu bestimmen, dass jede Tonleiter, wie die 
reine, eine Stufenfolge darstellt, die aus drei grossen 
ganzen, zwei kleinen ganzen und zwei halben Tönen be- 
steht, von denen die letzteren in der Durscala die 3te 
und 7te, in der (absteigenden) Mollscala die 2te und ote 
Stelle einnehmen müssen. 

Bei der Lösung dieser Aufgabe können wir , ohne der Schärfe der 
Resultate das Mindeste zu entziehen, vorläufig zur Abkürzung des Ver- 
fahrens, wie «ich aus § 18 und § 53 ergiebt, das Intervall des grossen 
ganzen Tons mit dem Grundton 2q — 1 = 9 , das des kleinen ganzen 
Tons r-^ 2g + < = 8, das des halben Tons 1 — q — t= 5 setzen, 
wofern das Octavenintervall = 53 angenommen wird. Alsdann sind, 
wie wir sogleich erläutern werden , für die Tonarten der sieben Haupt- 
töne nach den Bedingungen def Aufgabe nur folgende Stufenfolgen 
möglich. 
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I. In Dar. 

C D E F G A H c 

9 a 5 9 8 9 5 

G A H c de f* 9 

8 9 5 9 8 9 5 
DEF*GAH<»d 

8 9 5 8 9 9 5 

A H ifi d e {* ^ d 

9 9 5.8 9 8 6 

E F* Q* ; A H <ß d« e 

9 8 5 9 9 8 5 

H c* tfi ■ e f* ^ tfi h 

9 8 5. 9 8 9 5 

F G AH" c d e f 

9 8 5 9 9 8 5 

n. In Moll. 

A H c d e f g a 

9 5 9 8 5 9 8 

E F» G A H c d e 

9.5 89 5 9 8 

H (ß d e r* 9 « Ä 

9 5 8 9 5 8 9 

D E F G A W c d 

8 5 9 8 5 9 9 

G A W c d e*/" g 

8 5 9 9 5 8 9 

C D £» F G ii* fl* c 

9 5 8 9 5 8 9 

F G A" H" c d' e^ f 

9 5 8 9 5 9 8 

Um die RichUgkeit dieser Bestimmungen einzusehen, ist nur uötbig 
zu bemerken, dass, da die Stellen der beiden halben Töne ein fUr allemal 
fixirt sind, es nur auf die Bestimmung der Stellen der drei grossen und klei- 
nen ganzen Töne ankommt. Diese sind aber theils durch die Intervalle der 
reinen HaupttOne unmittelbar gegeben, theils ei^eben sie sich successiv 

AUua4L A. K. S. Gm. i. WiMouck. IV. 7 
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mit Nolhwendigkeit. . In £'-moll z. B. sind die Stufen GA, AH, Hc, cd, 
de aus der reinen C-durscala unmittelbar gegeben ; die Stufe F^G muss 
= 5 seyn, da in Moll auf diese Stelle ein halber Ton fallt. Da nun die 
Scala drei grosse und zwei kleine ganze Töne haben soll und die gege- 
benen Stufen schon zwei kleine ganze Töne enthalten, so muss die 
Stufe EF^ ein grosser ganzer Ton , also = 9 seyn. In JJ-moll sind die 
Stufen de, ga, ah aus der reinen Durscala unmittelbar gegeben , die Stu- 
fen c^d und f^g müssen halbe Töne seyn, die Stufe ef^ ist, wie so eben 
gezeigt wurde, ein grosser ganzer Ton; es. muss daher, da die übrigen 
Stufen nur zwei grosse ganze Töne enthalten, die Stufe Hifi den dritten 
grossen ganzen Ton = 9 darstellen. Auf diese Weise kann man^ sich 
leicht überzeugen, dass in allen Tonarten der Haupttöne die Stufenfolge 
keine andre seyn kann als die in den vorstehenden tabellarischen Ueber- 
sichten angegebene. 

2. Aus den entwickelten Scalen ergeben sich nun die Intervalle 
der in ihnen vorkommenden erhöhten und erniedrigten Töne mit C. 
Setzen wir nämlich statt der abgekürzten Werthe 9, 8, 5 ihre wahren, 
2g — i, 1— 2? + f, i—q — t und ebenso für C, D, E, F, G, A, JT ihre 
genauen Intervall werthe 0, 2g — 1, <, 1 — q q, 1 — q+t, q + tso erhält 
man folgende Bestimmungen : 

In G-dur ist f^=g — {\ — q — t), daher F»= G — (i — q — t)= iq + t — i ; 

in D-dur c^ =^ d — (< <— ^ — 0> ^»^^er C»= D — {\ — q -^ t)= 3q + t — t; 

in A-dvLT ^ = a — (I — q — <), daher G*= A — (i — 9 — t)= it] 

in E-dur d» = e — (I — g — 0> daher m = E — (\ — q — t) = q + U— i] 

in H-dur a«= h — {i — 9 — Oi daher A^ = H — (i — 9 — t) == 2^ + Jt— I. 

InZ>-mollistJf*= d — 2 (27 — I) = Z> + | _ 2 (29 — <) = 2 — 2^; 

in G-moll e* = ^ — {tq — i) — (< — 2^ + t) , daher £* = 9 ^ f; 

in C-moii A^ = c — m — h) — (\ — tq + t) =^ i — t; 

inF-moll d^ = f — (2g — |) — (| — 27 + . daher Z>*= I — g — «. 

Es ist aber wichtig, zu bemerken, dass dieselben Bestimmungen 
dieser Töne sich ergeben , wenn man die andern von den angeführten 
Tonarten, in denen sie vorkommen, zum Grunde legt, so dass hier nicht, 
wie in § 26 und 27, von einander verschiedene Bestimmungen erhalten 
werden. So ist z. B. in JE-dur F^ = JE + 2? — 1 = 2g + < — 1 , wie 
zuvor ; in C-moll ff * := c — (2g — 1 ) = 2 — 2g, wie zuvor u. s. f. 

3. Auf dieselbe Weise findet man nun auch die Stufenfolgen ftir 
die Tonarten, deren Grundtöne die eben bestimmten erhöhten und er- 
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niedrigten Töne sind , und aus ihnen die Intervalle von E^ und H^, G*, 
C* und F^ mit C. Diese Stufenfolgen sind nämlich : 













I. In Dur. 














f» 


G« 




A* 




H 


<* 




d« 




e» 




P 


8 




9 




5 


9 




8 




9 




5 




C« 


i)« 




E* 




F» 


G» 




A« 




m 




c« 


8 




9 




5 


8 




9 




9 




5 




H* 


c 




d 




e» 


^ 




9 




a 




A* 


9 




9 




6 


8 




9 




8 




5 




£» 


F 




G 




A" 


fl* 




c 




d 




c* 


8 




9 




5 


8 




9 




9 




5 




A' 


fl» 




c 




d* 


«* 




f 




9 




0* 


8 




9 




5 


9 




8 




9 




5 




D* 


£» 




F 




G* 


A* 




H" 




c 




d* 


9 




8 




5 


9 




8 




9 




5 




G* 


A* 




H>> 




c* 


d* 




e* 




f 




/ 


9 




8 




5 


9 




9 




8 




5 




C* 


D» 




E' 




F* 


G* 




A" 




H" 




c* 


9 




9 




5 


8 




9 




8 




5 














II. In Moll. 














F* 


G» 




A 




H 


(ß 




d 




e 




p 


8 




5 




9 


9 




5 




8 




9 




C« 


i)« 




E 




F* 


G» 




A 




H 




c« 


8 




5 




9 


8 




5 




9 




9 




G» 


ii« 




H 




d* 


d» 




e 




P 




i/* 


9 




5 




9 


8 




5 




9 




8 




i)« 


£» 




F» 




G« 


il« 




H 




c» 




d» 


9 




5 




8 


9 




6 




9 




8 




ii» 


ff« 




c» 




d» 


e« 




r 




f 




0« 


9 




5 




8 


9 




5 




8 




9 




H" 


c 




d* 




e* 


f 




9* 




0* 




A* 


9 




5 




9 


8 




5 




9 




8 




i&» 


F 




G* 




A* 


H" 




c* 




d" 




e* 


8 




5 




9 


8 




5 




9 




9 




A» 


H" 




c» 




d» 


e* 




r 




9' 




a* 


8 




5 




9 


9 




5 




8 




9 





Aus Ftt-dur ergiebt sich nun F« = F» — (1 — g — <) = 3g + 2/ — 2 ; 
aus Cfc-dur JI« = c» — (1 — g — <) = 4^ + 2< — 2; aus Ä-moU 
G* = fl» — (2<y — i) — (1 — 2? +. = 2 — a«? — f ; aus F«-moll 
c*= c* — 2 (2qf — 1) = 3 — Zq — t; endlich aus A«-moII 

F» =;= A* — (2? — i) — (1 — 2g + ^ = 1 — 2«. 

7* 
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4. Setzen wir nan in sämmtlichen für die erhöbtea und erniedrigten 
Töne gefundenen Ausdrücken die Zahlenwertbe von q und t ein und fügen 
die zugehörigen relativen Schwingungszablen bei, so erbalten wir, wenn 
wir noch , zur Vervollständigung der Uebersicbt, die bekannten Bestim- 
mungen der Haupttöne wiederholen, folgende Tabelle, in der, wie früher, 
X die Grösse des Intervalls, y die der relativen Schwingungszabl bezeichnet. 



C 

C» 

D" 

D 

Iß 

E* 

E 

£» 

F 

F« 

G* 

G 

G« 

A* 

A 

A» 

H 

^* 



c 



X 


y 




0,00000 


1 — 1 


— 1,00000 


0,07682 


**.S 4S5 

it' 488 


— 1,05461 


0,09311 


9* 46 

$.5 4S 


— 1,06667 


0,16992 


»• 9 
S« 8 


= 1,12500 


0,22882 


».5» 75 

8« 6*" 


— 1,17188 


0,26303 


S.S 6 
6 5 


— 1,20000 


0,32193 


S 5 

■P 4 


— 1,25000 


0,35614 


8» 89 
~^ 95 


— 1,28000 


0,39875 


8*. 5« 675 
9* 549 


— 1,35742 


0,41504 


9' 4 

8 8 


1,33333 


0,49185 


8». 5 45 

^^=89 


1,40625 


0,50815 


9« 64 
8». 5 45 


1,42222 


0.58496 


8 8 

9 9 


— 1,50000 


0,64386 


5' 95 

9» 46 


1,56250 


0,67807 


9« 8 

5 5 


1,60000 


0,73697 


5 5 

8 8 


— 1,66667 


0,81378 


8». 5» 995 

9' 498 


— 1,75781 


0,83008 


9* 46 
8« 9 


1,77778 


0,90689 


8.5 45 
9« 8" 


— 1,87500 


0,92318 


9* 956 

8*75 435 


— 1,89630 


0,98371 
1,00000 


8*. 5» 9095 


— 1,97991 

— 2,00000 


»•• 4 094 

2 — 2 



Hiernach sind nun die Intervalle der nächstbenachbarten Töne 
ßh _ c« F_ JK«, G* — F«, jff» — A«, c* — ff, c — ff« einander 
gleich und betragen 0,01 629 des Octavenintervalls oder^^ g. T., weniger 
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als das syntonische Komma. Hierzu gehört die rel. Schwingungszahl 
3^5-, = 15^ = 1 ,0H 35. Ebenso sind die Intervalle E' — D^.F^ — E, 

A* — G* unter sich gleich und betragen 0,03421 O.i., nahe = y g. T., 

die kleine Diesis, mit der rel. Schwingungszahl -f= ^^ = 1,02400. 

5. Bildet man nun aus den in der vorstehenden Tabelle enthal- 
tenen Werthen für alle Tonarten die Scalen , so geben diese für die In- 
tervalle der ihnen zugehörigen Töne mit dem Grundton die in den fol- 
genden beiden Tabellen enthaltenen Bestimmungen, die sich auf das 
Octavenintervall 1000 beziehen. 

I. Dur. 



GruDdton 


gr. Secunde 


gr. Terz 


■ Quarte 


Quinte 


gr. Sexte 


gr. Septime 


c 


170 


322 


415 


585 


737 


907 


G 


152 


322 


415 


585 


737 


907 


D 


152 


322 


415 


567 


737 


907 


A 


170 


340 


433 


585 


753 


907 


E 


170 


322 


415 


585 


755 


907 


U 


170 


322 


415 


585 


737 


907 


F» 


152 


322 


415 


585 


737 


907 


C« 


152 


322 


415 


567 


737 


907 


F 


170 


322 


415 


585 


755 


907 


H" 


170 


340 


433 


585 


755 


907 


E" 


152 


322 


415 


567 


737 


907 


A* 


152 


322 


415 


585 


737 


907 


D* 


170 


322 


415 


585 


737 


907 


G* 


170 


322 


415 


585 


755 


907 


c* 


170 


340 


433 


585 


735 


907 



IL Moll. 



Gruodton 


gr. Secunde 


kl. Terz 


Quarte 


Quinte 


kl. Sexte 


kl. Septime 


A 


170 


263 


433 


585 


678 


848 


E 


170 


263 


415 


585 


678 


848 


H 


170 


263 


415 


585 


678 


830 


F» 


152 


245 


415 


585 


678 


830 


C* 


152 


245 


415 


367 


660 


830 


G» 


170 


263 


433 


585 


678 


848 


D» 


170 


263 


415 


585 


678 


848 


A* 


170 


263 


415 


585 


678 


830 


D 


152 


245 


415 


367 


660 


830 


G 


152 


245 


415 


585 


678 


830 


C 


170 


263 


415 


585 


678 


830 


F 


170 


263 


415 


385 


678 


848 


H" 


170 


263 


433 


585 


678 


848 


JE* 


152 


243 


413 


567 


660 


830 


A* 


1 152 


245 


413 


383 


678 


830 
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6. Wie aus diesen Tabellen heiTOrgeht, geben die ihnen zum Grunde 
liegenden, in Nr. 4 angegebenen Werthe eine ungleichschwebende 
oder richtiger eine gemischte Temperatur, da immer mehrere Ton- 
arten genau dieselben Intervallgrössen gemein haben; — wenn anders 
im eigentlichen Sinne von einer Temperatur die Rede seyn kann , wo 
die Haupttöne, für die allein, sich absolute Werthbestimmungen geben 
lassen, vollkommen rein bleiben. Das Intervall der grossen Septime ist 
hier das einzige, das in allen Tonarten vollkommen rein bleibt, alle 
tlbrige scalenbildende Intervalle sind, je nach den Tonarten, bald rein, 
bald genau um ein syntonisches Komma zu gross oder zu klein. Es sind 
nämlich 

I. die Durtonarten in 

C, JT, D* völlig rein, 

E, F, G* unrein in der grossen Sexte, 
G, F*, A* unrein in der grossen Secunde, 

D, C*, F* unrein in der grossen Secunde und Quinte, 

A, If*, c* unrein in der grossen Terz, Quarte und grossen Sexte ; 

II. die Molltonarten in 
H, A\ C völlig rein, 

F, fl*, F unrein in der kleinen Septime, 

G, F^, A* unrein in der grossen Secunde und kleinen Terz, 
A, G^ IP unrein in der Quarte und kleinen Septime, 

C*, D, F* unrein in der grossen Secunde, kleinen Terz, Quinte und 
kleinen Sexte. 

Stellen wir diesen Ergebnissen die in § 30 aus den gewöhnlichen 
akustischen Bestimmungen der erhöhten und erniedrigten Töne gezo- 
genen Resultate gegenüber, so sind nach diesen 

I. die Durtonarten in 
C völlig rein, 

A* unrein in der grossen Secunde, 
F unrein in der grossen Sexte, 
A, D* unrein in der Quarte, 

F, G, c* unrein in der grossen Secunde und grossen Septime, 
F** unrein in der Quarte und grossen Septime, 
F* unrein in der grossen Secunde und Quinte, 
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(? unrein in der gr. Secunde, gr. Terz und gr. Septime, 
Ä* unrein in der grossen Terz, Quarte und grossen Sexte, 

D, H, G* unrein in der gr. Secunde, gr. Terz, Quinte und gr. Septime; 

IL die Molltonarten in 
C völlig rein, 

F unrein in der kleinen Septime, 
A unrein in der Quarte und kleinen Septime, 

E, C*, A* unrein in der grossen Secunde und kleinen Septime, 
H, G^, £* unrein in der grossen Secunde und Quinte, 

G unrein in der grossen Secunde und kleinen Terz, 

A^ unrein in der gr. Secunde, Quinte und kl. Septime, *) 

F* H^ unrein in der Quarte, kl. Sexte und kl. Septime, 

D^ unrein in der gr. Secunde, Quarte, kl. Sexte und kl. Septime, 

D unrein in der gr. Secunde, kl. Terz, Quinte und kl. Sexte. 

Offenbar fällt hier die Vergleichung zum Vortheil der in Nr. 4 ge- 
gebenen Bestimmungen aus. Denn nach diesen sind in Dur 3 Tonarten 
völlig rein, 6 nur in Einem Intervall unrein, 3 in zweien , 3 in dreien ; 
in Moll sind 3 Tonarten völlig rein, 3 nur in Einem Intervall unrein, 
6 in zweien, 3 in vieren. Dagegen ist nach den gewöhnlichen akusti- 
schen Bestimmungen in Dur nur Eine Tonart völlig rein, 4 sind unrein 
in nur Einem Intervall, 5 in zweien, 2 in dreien , 3 in vier Intervallen ; 
in Moll ist Eine Tonart völlig rein , Eine unrein in nur Einem Intervall, 
8 in zweien, 3 in dreien und 2 in vier Intervallen. Ueberdies aber be- 
tragen bei unsern Werthen die Abweichungen von der Reinheit stets 
nur ein syntoniscbes Komma =: ^-^ g. T., indess sie bei den herkömm- 
lichen Bestimmungen bis auf ^ g. T. steigen. 

7. Untersuchen wir endlich noch die Formen, welche nach den 
gegebenen Bestimmungen der erhöhten und erniedrigten Töne den ver- 
schiedenen Tonarten in Bezug auf die Folge ihrer drei Stufen (die wir 
hierbei wieder durch die Zahlen 9,8,5 darstellen können) zukommen, 
so ergiebt sich aus Nr. 1 und 3 unmittelbar folgende Zusammenstellung 
der Stufenfolgen: 



*) In Bezug auf Ce5-dur und Ais^moW ist die nachträgliche Bemerkung S. 120 zu 
vergleichen. 
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M. 


W. 
I. 


Dkobisch, 
Dur. 








c 
















H 


9. 


8, 


ö, 


9, 8, 


9. 


5; 


. (<) 


D* 
















E 
















F 


9. 


8. 


ö, 


9, 9. 


8, 


5; 


(2) 


G" 
















G 
















F« 


8, 


9. 


5 


9, 8, 


9, 


5; 


• . (^^ 


A' . 
















D 
















c« 


8, 


9. 


5 


8. 9; 


9, 


5; 


(*) 


£* J 
















A 
















B 


9. 


-9. 


5 


. 8. 9, 


8, 


5. 


: (5) 



II. Moll. 



C \ 9, 6, 8, 9, 

A* I 



5 , 8 , 9; 



9, 5, 8, 9, 5, 9. -8; 

O, O, «7, <7, 9, Of \3 \ 



E 
F 

m 

G 

F* 

A" 

D 

C» \ 8, 5, 9, 8, 5, 9, 9; 

A 

G* \ 9, 5, 9, 8, 5, 9, 8, 



(6) 

■Pl) 

(8) 

(9) 



Der halbe Ton hat in allen Arten der beiden Tongeschlechter seine 
zwei unveränderlichen Stellen, so dass sich die Tonarten desselben Ge- 
schlechts nur durch die Ordnung, in welcher die drei grossen und zwei 
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kleinen ganzen Töne auf einander folgen, unterscheiden. Diese fUnf Töne 
lassen im AUgemeinen 4 Versetzungen zu, nämlich : 

i) 8 8 9 9 9 

2) 8 9 8 9 9 

3) 8 9 9 89 

4) 8. 9 9 9 8 

5) 9 8 8 9 g 

6) 9 8 9 8 9 

7) 9 8 9 9 8 

8) 9 9 8 8 9 

9) 9 9 8 9 8 
10) 9 9 9 8 8 

Von diesen kommen in den 1 angegebenen Formen der 30 Ton- 
arten nur folgende vor: die 2te in (4) und (9), die 3te in (3) und (8), 
die 6te in (1) und (6), die 7te in (2) und (7), dfe 9te in (5) und (10). 
Hieraus erhellt zugleich, dass die Dur-Tonarten (1), (2), (3), (4), (5) sich 
der Reihe nach von den Moll-Tonarten (6), (7), (8), (9), (10) nur durch 
die Stellung der halben Töne unterscheiden. Ferner ist zu bemerken, 
dass die Ordnung der ganzen Töne in (3) und (8) die umgekehrte von 
der in (2) und (7) , eben so die Ordnung derselben in (5) und (1 0) die 
umgekehrte von der in (4) und (9) ist, die Ordnung der ganzen Töne in 
(1) und (6) aber sich durch die Umkehrung nicht ändert. Alle zur An- 
wendung kommende Stufenfolgen haben hinsichtlich der ganzen Töne 
das mit einander gemein, dass die zwei kleinen in keiner derselben un- 
mittelbar auf einander folgen. Das gemeinsame der ausgeschlossenen 
Stufenfolgen besteht aber darin, dass entweder die beiden kleinen oder 
die drei grossen sich unmittelbar an einander reihen. Die Ausschlies- 
sung dieser Stufenfolgen ist übrigens dadurch bedingt, dass die reine 
Scala weder drei auf einander folgende grosse, noch zwei auf einander 
folgende kleine Töne hat. 

8. Das Princip, aus welchem diese Resultate hervorgehen, ist so 
einfach und rational , dass es sich in theoretischer Hinsicht von selbst 
empfiehlt, und das dadurch erhaltene System von Tonbestimmungen 
kann als das vollkommenste angesehen werden, das aus untemperirten 
Haupttönen möglich ist. Dass die völlige Reinheit Von sechs Tonarten auf 
Kosten der übrigen erlangt wird , liegt in der Natur der Sache und kann 
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nicht zum Tadel gereichen. Man könnte sich vielmehr versucht finden, 
in dieser Unreinheit den Schlüssel zur Erklärung des verschiedenen 
Charakters der Tonarten zu suchen, die sich bei gleichschwebender 
Temperatur nicht durch ihren Bau , sondern nur durch die höhere oder 
tiefere Lage aller Tonverhältnisse unterscheiden ,*) und somit das System 
dieser Tonbestimmungen als die Norm anzusehen, der sich das Spiel 
der Streichinstrumente, wenn sie nicht mit temperirten Instrumenten 
zusammenwirken, möglichst anzunähern habe oder vielleicht wirklich 
annähere. Diese Ansicht würde sogar durch das, was Delezenne, 
wie im Eingange zur vorstehenden Abhandlung bemerkt würde, aus 
seinen Versuchen schliessen zu dürfen glaubt, wesentlich unterstützt 
werden. Indess steht auch hier mindestens der Einwand entgegen, dass 
nach den Bestimmungen von Nr. 4 jeder erhöhte Ton tiefer liegt als der 
erniedrigte des nächsthöheren Haupttons, also diese Töne nicht diejenige 
Lage haben , welche bei den Modulationen durch enharmonische Ver- 
wechselung nach § 50 nothwendig scheint. Entweder also werden sie 
nach Umständen bald in dieser bald in jener Lage gespielt, und dann 
lässt sich über ihre Lage etwas Allgemeines nicht angeben, oder sie ha- 
ben eine feste Lage , und dann gilt auch für die Streichinstrumente eine 
gleichschwebende Temperatur. Selbst aber wenn ihre Lage veränder- 
lich wäre , würden die in § 46 bis 49 dargestellten Temperaturen eine 
gleichmässigere Reinheit aller Tonarten bewirken, als es die vor- 
stehenden Bestimmungen vermögen. Theoretisch genommen wäre zwar 
diese Reinheit nur eine genäherte , aber für das Ohr (vorzüglich die in 
§ 49) so gut als vollkommen und jedenfalls vollkommener als sie der 
beste Spieler im Fluge des Vortrags mit Sicherheit hervorzubringen 
vermag. 

*) Hierbei verdient bemerkt zu werden, dass die Gleichselzung der in Nr. t und 3 
gefundenen Ausdrücke für D^ und E^ , G^ und ^4* , . . . t = y, die von (ß und />*, 

4 7 

E^ und Ff F^ und G* u. s. f. i^ = 3 — t giebl, woraus, wenn < = y , g =» — folgt, 
die Zusammenziehung der erhöhten und erniedrigten Töne also auch hier auf die 
mittlere gleichschwebende Temperatur führt. 
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IL ANHANG. 

ÜBER DIE NEWTON'SCHE ANALOGIE ZWISCHEN FARBEN- UND 
TONVERHÄLTNISSEN. 

1. Newton glaubte durch Versuche gefunden zu haben,*) dass, 
wenn man die Länge des Rechteckes, welches das Farbenspeclrum nach 
Abrechnung seiner gerundeten Enden darstellt, verdoppelt und die Ab- 
stände der äusseren Grenze des Violett, der Grenzen zwischen Violett und 
Indigo, Indigo und Blau, Blau und Grün, Grün und Gelb, Gelb und Orange, 
Orange und Roth , endlich der äusseren Grenze des Roth von dem End- 
punkt der jene verdoppelte Länge darstellenden Geraden misst, diese 
sich verhalten wie die Zahlen 

'■♦ 9 ' 6 ' 4 ' 3 » 5 ' 46' 2 ' 

d. i. resp. wie die Saitenlängen der Prime, grossen Secunde, kleinen 
Terz , Quarte , Quinte , grossen Sexte , kleinen Septime und Octave.^) 
Da sich die Saitenlängen umgekehrt wie die relativen Schwingungszah- 
len der Töne verhalten , so kann man auch sagen , r dass jene Abstände 
resp. den relativen Schwingungszahlen der Octave, kleinen Septime, 
grossen Sexte, Quinte, Quarte, kleinen Terz, grossen Secunde, Prime, 
nämlich den Zahlen 



*» 9» 3» 2' 3» 5' 8' 



proportional sind. 



*) Optic. Lib. IL P. IL Frop. IIL Exper. VIL 

**) Man findet nicht selten die Angabe, Newton habe zwischen den Dimensionen 
der prismatischen Farben im Spectnim und den Tönen der diatonischen Scala eine 
Analogie finden wollen. Dieser Ausdruck ist nicht genau , denn die obige Folge stellt 
weder die Dur- noch die Mollscala dar. 
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Gegen diese Analogie zwischen den prismatischen Farben und den 
bezeichneten Tönen (die weder die Dur- noch die Mollscaia vollständig 
geben, da grosse Terz, kleine Sexte und grosse Septime fehlen) ist mit 
Grund eingewendet worden, dass sie schon deshalb nicht als allgemei- 
nes Naturgesetz gelten könne, weil die verhaltnissmässige Grösse der 
Theile des prismatischen Farbenbildes von dem eigenthümlichen Zer- 
streuungsvermögen der Substanz des angewendeten Prisma's abhängig 
sey, die Dimensionsverhältuisse des Spectrum sich daher gar nicht im 
Allgemeinen bestimmen lassen. Gleichwohl wird zugestanden, dass 
mehrere Anwendungen, die Newton von dieser Analogie macht (indem 
er z. B. daraus eine Regel ableitet, nach welcher, wenn zwei prisma- 
tische Farben nach Qualität und Quantität gegeben sind, die Qualität 
ihrer Mischungsfarbe bestimmt werden kann,"^) desgleichen sie seiner 
Erklärung der farbigen Ringe zum Grunde legt ,''**)) mit der Erfahrung 
übereinstimmende Resultate geben. Wie gegründet daher auch jener 
Einwand ist, so scheint doch die gedachte Analogie mehr zu seyn als 
ein blosses Spiel der Phantasie, die den nüchternen Newton wohl eben 
so selten als den poetischen Kepler häufig täuschte. 

2. Gerade diejenige Theorie des Lichtes , welche über die New- 
ton'sche endlich den Sieg davon getragen hat, die Undulationstheorie, 
bringt Farben und Töne in eine nähere Beziehung zu einander, indem 
sie für jene ähnliche Ursachen nachweist wie für diese. Man kann daher 
die Bestimmungen der Undulationstheorie über die Yibrationszahlen der 
Lichtwellen , welche den sieben prismatischen Farben entsprechen , be- 
nutzen, um ganz einfach und ohne alle vorgefasste Meinung jsu prüfen, 
ob zwischen denselben ähnliche Verhältnisse statt finden wie zwischen 
den von Newton angegebenen Tönen. 

Gauch y giebt*^) folgende Tafel der Yibrationszahlen der prisma- 
tischen Farben, die sich auf Fresnel's Messungen der lichten Streifen 
im Farbenbilde gründet, und in der die Zahlen Billionen bezeichnen und 
sich auf die Sexagesimalsecunde beziehen : 



*) Lib. L Pars IL Prop, VI. 
♦*) Lib. IL Pars L Obs. XIV. Pars IV. Obs. VIIL 
'**) Sur la cUspersion de la lumiere, Prag, 4 836, ;>. 4 98. 
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Grenzen der Hauptfarben 


Hauptfarben 


äusserstes Violett 


764 










Violett 


735 


Violett — Indigo 


707 










Indigo 


691 


Indigo — Blau 


676 










Blau 


653 


Blau — Grün 


630 










Grün 


607 


Grün — Gelb 


583 










Gelb 


563 


Gelb — Orange 


543 










Orange 


532 


Orange — Roth . 


520 










Roth 


500 


äusserstes Roth 


481 







Nach HerscheFs Angabe sind 
bea Weise angeordnet, folgende:*) 



diese Yibrationszahlen , in dersel- 



Grenzen der Hauptfarben 


Hauptfarben 


äusserstes Violett 


727 










Violett 


699 


Violett — Indigo 


672 










Indigo 


658 


Indigo — Blau 


644 










Blau 


622 


Blau — Grün 


600 










Grün 


577 


Grün — Gelb 


555 




' 






Gelb 


535 


Gelb — Orange 


517 










Orange 


506 


Orange — Roth 


495 




• 






Roth 


477 


äusserstes Roth 


458 







*) Vom Liebt, übers, von E. Schmidt, Stuttgart, 4828. S. 307. Diese Angaben 
scheinen auf der Abmessung der Halbmesser der Farbenringe zu beruhen (vgl. Bran- 
des in Gehler's n. phys. Wörterbuch, Bd. 6. S. 348). Cauchy bemerkt a. a. 0. nur, 
dass der Herschelschen Tafel grössere Bestimmungen der LSnge der Lichtwellen zum 
Grunde liegen. 
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3. Bei der Prüfung der NewtOD'schen Analogie kommt es nun blos 
auf die Vergleichung der Yibrationszahlen an, die den Grenzen der 
Hauptfarben zukommen, da sie sich nur auf die zwischen diesen hegen- 
den Intervalle bezieht. Dass nun die Vibrationszahl 764 (oder 727) nicht 
das Doppelte von 481 (458), die Zahl 630 (600) nicht das halbe Drei- 
fache von 481 (458) ist u. s. f. und also in diesem Sinne nicht das 
äusserste Violett die Octave, die Uebergangsfarbe vom Blau zum Grttn 
nicht die Quinte des äussersten Roth u. s. w. genannt werden kann, 
leuchtet von selbst ein. Anders stellt sich jedoch die Lage der Sache aus 
folgendem Gesichtspunkte dar. Sehen wir die Formel y = 2* welche 
den Zusammenhang der relativen Schwingungszahl y eines Tons in Be- 
zug auf den Grundton mit dem Intervall x zwischen beiden Tönen dar- 
stellt, als besondem Fall der allgemeineren*^ = o* an, und setzen für 
die Farben, je nachdem wir die Fresnelsche oder Herschelsche Tabelle 



764 



zum Grunde legen, « = ^| oder a = ^, so wird im ersten Falle 



im zweiten 



^ = (Ist)*' fo'g'ich X 



logi* 



log 764 — log 484 



logt* 



log 797 — log 458' 

Setzt man nun in der ersten von diesen beiden Formeln successiv 
481. w =764, 707, 676, ....481, in der zweiten 458. w =727, 672, 
644, — 458, so ergebe^ sich flir x die in der folgenden Tabelle ent^ 
haltenen Werthe 



481. u 


X 


458. u 


X 


764 


1,00000 


727 


1,00000 


707 


0,83242 


672 


0,82974 


676 


0,73552 


644 


0,73764 


630 


0,58321 


600 


0,58447 


583 


0,41565 


555 


0.41575 


543 


0,26203 


517 


0,26225 


520 


0,16849 


495 


0,16824 


481 


0,00000 


458 


0,00000 



Vergleicht man diese Werthe von x mit den Intervallen der kleinen 
Septime = 0,83006, der grossen Sexte = 0,73696, der Quinte 
= 0,58496, der Quarte = 0,41504, der kleinen Terz = 0,26303, 
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der grossen Secunde = 0,16992, so zeigt sich eine Uebereinstimmung, 
die zumal bei den aus der Herschelschen Tafel abgeleiteten Werthen 
wahrhaft überraschend , aber auch bei den aus der Fresnelschen Tafel 
folgenden viel zu gross ist, als dass sie für zufällig gehalten werden 
könnte. 

4. Wir wollen jedoch untersuchen, welche Aenderungen die Vibra- 
tionszahlen beider Tabellen erleiden mttssten, wenn die ihnen zugehö- 
rigen Werthe von x mit den genannten musikalischen Intervallen voll- 
kommen übereinstimmen sollten. 

Bezeichnen wir diese Intervalle , in umgekehrter Ordnung genom- 
men, durch 

iTj , fl?j , X^ , X^ , ^5 , ^g , 

SO dass also x^ das der grossen Secunde , x^ das der kleinen Terz in Be- 
zug auf den Grundton zukommende Intervall ist u. s. w. , wobei das In- 
tervall der Octave selbstverständlich = 1 angenommen wird; seyen 

ferner 

V., Vj, t;,, 1^3, t;^, Vj, r^, v^, 

die diesen Intervallen resp. einschliesslich der Prime und Octave zu- 
kommenden Vibrationszahlen ; seyen endlich die gegebenen Vibra- 
tionszablen , nach ihrer Grösse aufsteigend geordnet , 
6, fej, fej, 63, 6^, 65. 6g, 6y, 

so ist, wenn zur Abkürzung ^=^ a gesetzt wird, 

f;j=t;a*s v^=v(f^, v^=zv(f\ v^=va^\ v^=v(v^*, v^=zvaf^*, v^^=^va. (A) 

Nehmen wir nun a als constant, v aber als variabel an, so kann 
letzteres so bestimmt werden , dass die Summe 
[b—vf + [h^—va^^)^+ [b^ — v(ff+ + [\—var^f+ {b^—va)^ 

ein Minimum wird. Setzen wir nämlich den DiflFerentialquotienten dieser 
Summe nach v gleich Null , so wird 



b + bio^' + Iho"* + + bea"* + ha 

4 + a +a ' + + a +a 



o + 6ia +62O + + 660+070 /D\ 



Da nun nach Fresnel fe = 481, 6^ = 520, 6^ = 543, .... fe^ = 764, 

nach Herschel aber b = 458, b^ = 495, 6^^ = 51 7, 6^ = 627 ist, 

so giebt die vorstehende Formel für die erstere Zahlenreihe v= 480,96, 
für die zweite v = 457,97. Hieraus ergeben sich nun weiter nach den 
Formeln unter (A) die folgenden Werthe von Vj, v^ u. s. w. , denen wir 
ihre Abweichungen von b^ , b^ u. s. w. beifügen. 
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V —480,96; 


6 » = 0,04 


» —457,97, 


b » — 0,03 


», = 520,30; 


6, — »j — — 0,30 


», — 495,37 


6, — v^ 0,37 


t), — 543,20; 


6, — », — —0.20 


», — 517.16; 


6, — », — —0,16 


», — 582.78; 


6,— »s— 0,22 


»,= 554.78 


fe,— »,— 0.22 


t>^ — 630.45; 


6^ — »4 — —0.45 


»4- 600,09 


, h^—v^ — — 0.09 


», — 676,39; 


ig — »j- — 0,39 


», — 643.75 


, 6, — »,= 0.25 


», — 706.16; 


6, — », 0,84 


»,— 672,05 


, 6, — tu, — — 0,05 


», — 763,93; 


67 — »,— 0,17 , 


», — 726,95, 


6,— '», — — 0,09 



Mit Ausnahme von », in der ersten dieser beiden Tafeln, das von 
b, fast um eine ganze Vibration abweicht, betragen die Differenzen 
aller übrigen Werlhe höchstens etwas über ein Drittel einer Vibration. 

5. Die Uebereinstimmung der nach FresneFs Vibrationszahlen be- 
rechneten Werthe wird noch grösser, wenn man bemerkt, dass diese 
Zahlen abgerundet sind , sich aber aus den Fresnelsphen Bestimmungen 
der Wellenlängen leicht genauer angeben lassen. Da nämlich, wenn v 
die Vibrationszahl, t die Wellenlänge, Jl die Geschwindigkeit des Lichts 
bedeutet, »' = y ist, so ergeben sich aus den in MiUionteln des Meters 
ausgedruckten Wellenlangen*) l, {,,{,, ... /,, wenn nach Ganchy logJ2 
= 8,4916103 angenommen wird, folgende genauere Bestimmungen 
der Vibrationszahlen : 



/ = 

k = 
h = 
h = 



645 
596 
671 
532 
492 
459 
439 
406 



b = 
6.= 
fc,= 
6,= 

K= 
h = 

6,= 



480,8953 
520.4320 
543,2180 
583.0404 
630.4420 
675,7680 
706,5546 
763,9840. 



*) Bei Cauchy p. 197. 
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V = 480,9065 
», = 520,2597 
r,= 543,1735 
», = 582,7707 
»^= 630,4599 
t), = 676,4170 
», = 706,2048 
», = 764,0017 



Aus diesen Werthen von b, fr,, 6, u.s.w. erhält man nun nach (B) 
und (A): 

b —V = — 0,0112 
6i — », = 0,1723 
6, — », = 0,0445 
fr, — », = 0,2697 
fr^ — »4 = — 0,01 79 
fr, — Vj = — 0,6490 
fr, — », = 0,3498 
bj — Vj = — 0,0177. 

Die grösste Abweichung beträgt also hier (für v,) noch nicht ein 
Drittel einer Vibration. Berechnet man endlich nach der Formel f = ^ 
die zu den vorstehenden Werthen von v,, «,, v, u.s.w. zugehörigen 
Wellenlängen, die wir durch X, A,, /L, u.s.w. bezeichnen wollen, so 
erhält man folgende Zahlen nebst den beigefügten Abweichungen von 
l, /,. f, u.s.w. 

l —X = 0,0150 
/, — Ä, = — 0,0974 
/, — ;!, = — 0,0468 
f, — A, = — 0,2462 
Z^ — A^= 0,0138 
/,- A5= 0,4405 
f. — A, = — 0,2175 
Ij — X,= 0,0094. 



A = 644,9850 
A, = 596,0974 
A,= 571,0468 
A, = 532,2462 
X^= 491,9862 
Aj = 458,5595 
A,= 439,2175 
A, = 405,9906 



Die grösste Differenz der Wellenlänge erreicht also noch nicht ein 
halbes Milliontel eines Millimeters. FUr die Herschelsche Tafel, die 
ohnedies kleinere Abweichungen giebt, müssen wir auf die genauere 
Berechnung verzichten, da hier der Werth von Jl nicht scharf angegeben 
ist. Es erhellt aber schon völlig genügend, welche geringe Aenderungen 
in den Angaben Fresnel's sowohl als Herschels erforderlich sind , um 
sie mit den nach der Newton'schen Analogie berechneten Zahlen in voll- 
kommene Uebereinstimmung zu bringen. Wenn daher auch diese Analogie 
durch die Hinweisung auf die Dimensionen der Theile des Spectrums 
nicht hinlänglich begründet war, so erhält sie doch durch Yergleichung 
der Vibraüonsmengen der den Farbengrenzen zugehörigen Strahlen voll- 
ständige Bestätigung, so dass wenn diesen Zahlen selbst nur in ihren 

AbhaoiU. i. K. S. G«i. d. WiMcnadi. IV. 8 
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Verhältnissen absolute Gültigkeit zukommt, auch Newton's Analogie 
ohne alle Beschränkung gilt. Da die Zahl a = |^ bei Fresnel und Her- 

schßl dem rationalen Bruch -^ nahe kommt, so kann man die New toni- 
sche Analogie jetzt so ausdrücken : die relativen Yibrationszah- 
len der den Grenzen der prismatischen Farben zugehörigen 
Strahlen in Bezug auf die Vibrationszahl des äussersten 
Roth sind Potenzen von ^, welche dieselben Exponenten 
wie diejenigen Potenzen von 2 haben, welche die relativen 
Schwingungszahlen der reinen Töne D, Es, F, G, A, JB, c in 
Bezug auf den. Grundton C ausdrücken."^ Diese Exponenten 
können daher Farbenintervalle genannt werden. 

6. Es fuhrt jedoch diese Analogie auf eine noch viel einfachere 
merkwürdige Beziehung zwischen den Vibrationen der farbigen Strahlen 
und den Schwingungen der genannten Töne. Wenn nämlich für die Töne 
y = 2* und für die Farben u = a^ ist, so folgt hieraus 

und ferner, wenn wir zur Abkürzung |^ = m setzen, 

u = y'^. 

Nun ist aber a = ^ = ^ , wo / und /y, wie zuvor, die Wellenlän- 
gen fUr das äusserste Roth und Violett bedeuten. Da nun nach Fresnel's 
Angabe in Millionteln des Millimeters / = 645, /j = 406, nach Her- 
schel aber in Zehnmillionteln des englischen Zolls / = 266, /^ = 167 
ist, so wird zufolge der ersteren Zahlen m = ^^=: ^j^J^, zufolge 
der letzteren m = |^^ = o^aomoo '- ^^*^^ Wcrthe sind, der erslere ge- 
nauer als der zweite , nahe = y ; daher näherungsweise u = yi. Setzt 
man daher für y die relativen Schwingungszahlen der grossen Secunde, 
kleinen Terz, Quarte u. s. w., so folgt für die absoluten Vibrationszahlen 

"''"h="KT)'. «.=Ht)'. ".=Kt)'. ".=>(!)♦. 



♦) Oder auch der Töne £, F, G, A, H, c, d In Bezug auf den Grundton 2>. Es sey 
mir verstauet zu bemerken, dass ich auf diese Bestätigung der Newton'schen Analogie 
durch die Verhältnisse der Vibrationszahlen schon i. J. 4 845 bei den Vorstudien zu 
der oben angeführten Abhandlung über die musilcalischen Intervalle gelcommen bin. 
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Um nun zu prüfen , wie genau diese Ausdrücke die Yibrationszah- 
len darstellen, setzen wir zuerst nach Fresnel v = b = 480,8953, 
\ = 520,43, 6, = 543,22 u. s.w. Hieraus ergiebt sich 



t», = 520,-18 


6j — », — 


0,25 


«, — 543,01 


; 6, — », 


0,21 


v, — 582,56 


; ^3 — f s 


0,44 


v^— 630,15 


; b^ — v^ 


0,29 


V, — 676,00 ; 


h-f>, — - 


- 0,23 


», — 705,73 ; 


K — h — 


0,82 


Vj — 763,36 ; 


bj — Vj 


0,62. 



Setzen wir nach Herschel v 
u. s. w. , so kommt 

r, = 495,41 
»,= 517,15 



», = 554,83 
»^ = 600,15 
»5 = 643,82 
», = 672,13 
Vj = 727,03 



b = 458. b^ = 495. 6, = 517 

b^—v^ = — 0,41 
6, — », = — 0,15 
6j — t), = 0,17 
b^ — v^= — 0,15 
fcj — »5= 0,18 

bj — Vj = — 0,03. 



7. Obwohl nun hieraus hervorgeht, dass die aus der Relation 
u = y} folgenden Werthe der Vibrationszahlen mit den gegebenen nahe 
übereinstimmen, so wollen wir doch noch untersuchen, welche Aende- 
rongen der gegebenen Yibrationszahlen erforderlich sind, wenn die nach 
jener Relation berechneten mit ihnen möglichst nahe zusammentreffen 
sollen. 

Man findet leicht auf dieselbe Weise, welche zu der Formel (B) 
geführt hat, dass die Quadratsumme der Unterschiede der berechneten 

Werthe », »j, »,, von den gegebenen 6, 6,, 6, ein Minimum 

wird, wenn 



^+a)H(i)j+ +(^)u.j 



(D) 



Setzen wir in dieser Formel zuerst die genaueren Fresnelschen 
Werthe 6= 480,8953, b^ = 520,4320 u.s. w. ein, so erhalten wir 
aus ihr und den Formeln unter (G) 



8* 
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V = 481,1424 
v^ = 520,4456 
f>, = 543,3269 
t)j = 582,8624 
v^ = 630,4750 
v, = 676,3520 
r, = 706,0878 
Vj = 763,7662 

Die Herschelschen Werthe b 

V = 457,9525 
v^ = 495,3695 
»,= 517,1400 
», = 554,7700 
v^ = 600,0875 
»5 = 643,7536 
t>, = 672,0560 
Vj = 726,9545 



6 — » = — 0.2471 
b^ — v^ = — 0,01 36 
6, — », = — 0,1089 
6, — », = — 0,1780 
b^ — v^ = — 0,0330 
65 — »B = — 0,5840 
6, — », = — 0,4668 
bj — Vj= 0,2178. 

= 458 , b^ = 495 u. s. w. geben 

b —V = — 0,0475 

61 — Vj = — 0,3695 

6, — «, = — 0,1400 

6, — »j = 0,2300 

6< — »4 = — 0,0875 

6, — »5 = 0,2464 

6, — t), = — 0,0560 

6, — », = —0,0455. 



8. Diese Resultate zeigen nun, dass die Gleichung u = y* ia voll- 
kommen befriedigender Weise sowohl mit den Fresnelschen als mit dea 
Herschelschen Bestimmungen der absoluten Yibrationszahlen der deo 
Farbengrenzeo zugehörigen Strahlen Übereinstimmt. Beide Werthreihen 
geben a = ^ = 1,587401 = 2^, wie es seyn muss. Wir können da- 
her jetzt folgenden Satz als begründet ansehen : 

Die Cubi der relativen Schwingungszahlen der Strah- 
len, welche dem äussersten Roth, den Grenzen von Roth 
und Orange, Orange und Gelb, Gelb und Grün, Grün und 
Blau, Blau und Indigo, Indigo und Violett, endlich dem 
äussersten Violett zugehören, sind gleich den Quadraten 
der relativen Schwingungszahlen der reinen Prime, gros- 
sen Secunde, kleinen Terz, Quarte, Quinte, grossen Sexte, 
kleinen Septime und Octave; oder, was dasselbe sagt: die Cubi 
der absoluten Schwingungszahlen der bezeichneten Far- 
benstrahlen sind den Quadraten der absoluten Schwing- 
ungszahlen der genannten Töne proportional. 

Da die Längen der Lichtwellen den Vibrationszahlen und eben so 
die Längen der Tonwellen ihren Schwingungszahlen umgekehrt propor- 
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tional sind, so folgt auch, dass die Cubi der Wellenlängen der 
Farbengrenzen den Quadraten der Wellenlängen der vor- 
genannten Töne oder, was atrf dasselbe hinauskommt, der 
Saitenlängen direct proportional seyn müssen. 

Wenn nun Newton*) aus seinen Messungen berechnet, dass die 
Dicken der Luftschichten zwischen den die Farbenringe zeigenden Glä- 
sern für die acht Grenzen der Farben den Gubikwurzeln aus den Qua- 
draten der Saitenlängen der Töne C, D, Es, F, G, A, B, c proportional 
sind, so bedeutet dies nichts Andres, als dass sie sich direct verhalten 
wie die Wellenlängen der diesen Stellen entsprechenden Farbenstrahlen, 
was vollkommen der Wahrheit gemäss ist.**) 

Wie die relativen Schwingungszahlen der Töne durch die Gleichung 
y = 2*, so werden also die relativen Schwingungszahlen der Strahlen 
der Farbengrenzen durch die fast eben so einfache Gleichung 

w=2ä' 
dargestellt. Da nun die relativen Schwingungszahlen der grossen Se- 
cunde , kleinen Terz , Quarte , Quinte , grossen Sexte , kleinen Septime, 

Octave der Reihe nach -|-. -f'T'T'T'T»* ^^^^» ^^ ^'^^ ^*® 
relativen Schwingungszahlen der den Farbengrenzen zugehörigen Strah- 
len der Reihe nach 

(t)'. (D'. (jf' (}y. (4)'. (¥)♦. »*• 

also sämmtlich irrational, so dass also hier nicht die relativen Schwing- 
ungszahlen selbst, sondern nur ihre dritten Potenzen in rationalen Ver- 
hältnissen stehen, nämlich in den quadratischen Verhältnissen, welche 
einfach genommen für die den Farben entsprechende Tonfolge gelten. 

9. Da die Farben eben so stetig in einander übergehen wie die 
Töne, so gilt die Gleichung u = 2^' auch für die zwischen den Farben- 
grenzen liegenden Farben selbst. Die dritte Potenz der relativen Schwing- 
ungszahl jeder Farbe, deren Intervall in Bezug auf die äussere Grenze 
des Roth = x, ist also gleich dem Quadrat der relativen Schwingungs- 
zahl desjenigen Tons , der um dasselbe Intervall höher hegt als der an- 



*) OpL Lib. IL Pars L Obs. XIV, 

^) Vgl. Herscbel, vom Licht, § 644. Es lag hier ausserordentlich nahe, denSchluss 
zu ziehen, der den obigen Satz giebt; es scheint fast, als habe man eben keine Ana- 
logie haben wollen. 
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genommene Grundton. Dieselbe Formel drückt aber aach aus, dass 
die relative Schwingungszahl einer Farbe, deren Intervall 
in Bezug auf die äussere Grenze des Roth = x, gleich ist 
der relativen Schwingungszahl des Tons, der mit dem 
Grund ton das Intervall ya? bildet. Daher ist die relative Schwing- 
ungszahl der äussern Grenze des Violett gleich der relativen Schwing- 
ungszahl des Tons , dessen Intervall mit dem Grundton = y des Oeta- 
venintervalls ist, was genau der gewöhnlichen gleichschwebend 
temperirten kleinen Sexte entspricht. 

Diejenigen Farben, welche Fresnel als »Hauptfarben«, Herschel 
als »mittlere« Farben aufführt, haben, wie man leicht bemerkt, Vibra- 
tionszahlen , welche die arithmetischen Mittel zwischen denen der sie 
einschliessenden Grenzfarben sind, die hier sehr nahe mit den geome- 
trischen Mitteln zusammenfallen. Gehen wir nun von dem so be- 
stimmten Roth aus und nennen seine Vibrationszahl 6 , so ist die Vibra- 
tionszahl einer Farbe, deren Intervall mit diesem Roth =x, welche 
V heissen mag, bestimmt durch die Gleichung v = 6.2*'. Geben wir 
nun X successiv die der grossen Secunde, kleinen Terz, Quarte, Quinte, 
grossen Sexte und kleinen Septime entsprechenden Intervallwerthe und 
bezeichnen die zugehörigen Werthe von v durch v\, v'^, v^ , so er- 
geben sich, mit HinzufUgung des zu a: = gehörigen Werthes v = b, 
je nachdem wir mit Fresnel b = 500 oder mit Herschel b = 477 setzen, 
folgende Werthreih^n : 



6 =500 
r; =z 540,84 
v; = 564,62 
v; = 605,72 
v; = 655,03 
t;; = 702,86 
v; = 733,76 



b =477 
i;; = 515,96 
r; = 538,65 
t;;= 577,84 
r; = 625,05 
v; = 670,53 
r; = 700,01 



Vergleicht man diese Werthe mit denen der in Nr. 2 aufgeführten 
»Hauptfarben«, so sieht man, dass v^, t;,, v'^ und v'^ mit ihnen nahe zu- 
sammentreffen , Vj und Vj aber höhere Vibrationszahlen haben als resp. 
das mittlere Orange und Indigo. Man kann also sagen, dass das mittlere 
Gelb , Grün , Blau und Violett mit dem mittleren Rolh Intervalle bilden, 
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welche resp. denen der kleinen Terz, Quarte, Quinte und kleinen. Sep- 
time, entsprechen , dass aber das Orange , welches mit jenem Roth eine 
grosse Secunde und das Indigo, was mit ihm eine grosse Sexte bildet, 
vom Roth ans genommen, etwas über die Mitte zwischen den benachr 
barten Farbengrenzen hinaus liegt. Diese Resultate ändern sich nicht 
wesentlich, wenn man statt der angewandten Zahlen diejenigen setzt, 
welche sich als Mittel aus den in Nr. 7 berechneten Werthen von v, v^, 
v, u. s. w. ei^eben. 

10. Bezeichnen wir diese berechneten Mittelfarben der Reihe 
nach durch ihre Anfangsbuchstaben Ä, 0, 6f, j, Ä, /, Y^ die zwischen 
ihnen liegenden Intervalle durch die Differenzen — Ä, G — R, g — jR 
u. s. w. , so ist also , wenn wir die Werthe dieser Intervalle nach § 1 8 
der vorstehenden Abhandlung beisetzen, 

— Rz= 0,1 6992 = 2g — 1 = grosse Secunde, 
G — R = 0,26303 = q — t = kleine Terz, 

g —R = 0,41 504 = 1 — g = Quarte, 
B — R = 0,58496 = q ^ Quinte, 

1 — R = 0,73697 =1 — q + t = grosse Sexte, 

V — R = 0,83008 = 2 — 2gf = (kleinere) kleine Septime. 

Hieraus folgt weiter durch Sübtraction des ersten Glieds von allen fol- 
genden : 

G — = 0,0931 1 =1 — q — t = kleine Secunde, 
g — = 0,24512 = 2 — 3g = alterirte kleine Terz, 
JB— 0.= 0,41504= \ — q = Quarte, 
1—0 = 0,56705 = 2 — 3g + / = alterirte Quinte, 

V — = 0,6601 6 = 3 — 4g = alterirte kleine Sexte. 

Durch dasselbe Verfahren ergiebt sich aus dieser Reihe weiter: 

g -r- G = 0,1 5201 =1 — 2g + / = kleiner ganzer Ton, 

B—G= 0,321 93 = t , = grosse Terz, 

I — G = 0,47394 = 1— 2g + 2< = kleinere übermäss. Quaile, 

V — G = 0,56705 = 2 — 3g + < = alterirte Quinte. 

Hieraus folgt ferner auf dieselbe Weise : 

B — g = 0,i 6992 = 2g — 1 = grosse Secunde, 
I —g = 0,32193 t= t = grosse Terz, 

V — g = 0,41504 = 1 — g = Quarte; 
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woraus endlich sich noch ergiebt: 

/ — Ä = 0,1 5201 =i — iq + t = kleiner ganzer Ton, 

V — B = 0,2451^ = 2 — 3} = alterirte kleine Terz, 
und 

V — I = 0,0931 1 = 1 — g — < = kleine Secunde. 

Sammtliche hier vorkommende alterirte Intervalle sind um ein syn- 
tonisches Komma kleiner als die reinen. 



Nachträgliche Bemerkung. 

In den §§ 26, 27 und 89 sind zwei Tonarten übergangen, die, wenn es sich 
um Vollständigkeit handelt , gleiche Berücksichtigung verdienen wie die übrigen seltner 
in Gebrauch kommenden. Es sind dies Ces-dur und Ais-moW , welche die gleiche Yor- 
zeichnung haben wie resp. As-moW und Cw-dur. In § 26 fanden sich nun für Jß die 
drei verschiedenen Werthe 796, Hii, 832. Hieraus erhält man drei verschiedene Sca- 
len für^if-moli, von denen jedoch nur die letzte als neue Bestimmungen C^ea 95 
und iP=^4 002 giebt. — In § 27 giebt Nr. 6 ... c^ *= 905, woraus eine Scala für 
Ce»-dur folgt, in der die Werthe f*=320,i4* = 6i2 neu sind, welche sich jedoch 
auch in Nr. 4 3 und 4 2 finden. — In § 29 endlich erhalten durch Berücksichtigung der 
genannten Tonarten die beiden Tabellen S. 47 folgende Zu^tze: 
I. Dur: Grundton, gr. Secunde, gr. Terz, Quarte, Quinte, gr. Sexte, gr. Septime. 

c*, 462, 322, 445, 585, 737, 889. 

n. Moll: Grundton, gr. Secunde, kl. Terz, Quarte, Quinte, kl. Sexte, kl. Septime. 

^, 446, 263, 445, 560, 678, 848. 

Es hat also nach der gewöhnlichen akustischen Tabelle die Scala von Ces^ur dieselbe 
Form wie die von G-dur und weicht demnach in der gr. Secunde und gr. Septime um 
ein syntonisches Komma von der Reinheit ab ; Ais-moW dagegen weicht nur in der 
kl. Septime um das syntonische Komma ab, in der gr. Secunde und Quinte aber um 
0,025 Oclave — -1- g. T. 

6,5 
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mentlich auch über die Einrichtungen, die sich auf die Erhaltung und Erzeugung der hohen 
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LEHMANN, einige vergleichende Analysen des Blutes der Pfortader und der Lebervenen. 

E. H. WEBER, über die Anwendung der Wellenlehre auf die Lehre vom Kreislauf des Blutes 
und insbesondere auf die Pulslehre. 
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ENTWICKELUNG DES PRODUCTS 



EINER 



POTENZ DES RADIUS VECTORS 



SINUS ODER COSINUS EINES VIELFACHEN DER WAHREN 
ANOMALIE IN REIHEN, 



NACH DEN SINUSSEN ODER COSINUSSEN DER VIELFACHEN DER WAHREN, 
EXCENTRISCHEN ODER MITTLEREN ANOMALIE FORTSCHREITEN. 



P. A. HANSEN. 



Abhandl. d. K. S. Gel. d. WiMenich. IV. 14 
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£s zerfällt diese Abhandlung in mehrere Theile , die mit einander 
in Verbindung stehen. Bezeichnet man den Radius Yector der Ellipse 
mit r, die wahre, excentrische und mittlere Anomalie bez. mit /*, e und 
g, so werdön im § I die Producte r^cosmf und r^ sin mf in Reihen ent- 
wickelt, die nach cos i/* und bez. sint/* fortschreiten. Im § II wird die 
Entwickelung von cos^f und sin/if nach cosie und sinü, so wie die 
entgegengesetzte Entwickelung ausgeführt. Im § III die Entwickelung 
von r^ cos mf und r" sin m/* nach cosie und sinie, die sowohl durch die 
Verbindung des Inhalts der beiden vor. §§, wie direct erhalten wird. 
Der § IV giebt die Entwickelung von cos ü und sin ie nach cos hg und 
sin hg, so vne die entgegengesetzte Entwickelung. Der § V entHält die 
Entwickelung von cos fif und sin fif nach cos ig und sin ig, so wie die 
entgegengesetzte Entwickelung, und zwar werden diese einestheils 
durch den Inhalt der vor. §§, und andemtheils unmittelbar erhalten. Im 
§ VI endlich entwickele ich r" cos mf und r" sin mf nach cos ig und sin ig, 
und zwar auch einestheils aus dem Inhalt der vor. §§, und andern theils 
unmittelbar. 

Bei diesen Entwickelungen bediene ich mich stets der zu den Ano- 
malien gehörigen imaginären Exponentialfunctionen , wodurch an Ein- 
fachheit viel gewonnen wird, und neue Formen aufgefunden werden, 
die ohne dieses Hulfsmittel schwer zu finden sein würden. Da ich in 
dem Bericht, welcher diese Abhandlung begleitet, den Inhalt derselben 
ausführlicher aus einander gesetzt habe, so erlaube ich mir, in dieser 
Einleitung darauf hinzuweisen. 

14* 
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§1 

Entwickelung der Functioaen r" cos m/* und r^ sin mf in Reihen, die 

nach den Cosinussen und Sinussen der Vielfachen von y* fortschreiten. 

1. 
Die zur wahren Anomalie f gehörige imaginäre Exponentialfunction 
nenne ich x, so dass also 

X = cf^~' 
ist, wenn c die Grundiahl der natürlichen Logarithmen bedeutet. Nennt 
man ausserdem e die Excentricität und q das Verhältniss des Radius 
Vectors zur grossen Halbachse, und setzt 

so geht die Gleichung 

in folgende über 

(1) Q- = (l-zS^j^cos^ [\+ßx)—(\+^y 

wo der Exponent n jeden beliebigen Werth haben kann. Dieser Aus- 
druck zeigt, dass man (>** in eine convergireude, nach den ganzen, posi- 
tiven und negativen , Potenzen von x fortschreitende Reihe entwickeln 
kann. Wir dürfen also setzen 

(2) Q- = S^l\Tx' 
wo i stets eine ganze Zahl ist, und nothwendig 

Fi"!- = yr 

sein muss, weil (>" eine reelle Grösse ist.*) 

2. 

Wenn die Werthe der mit F, bezeichneten Coefficienten ermittelt 
sind, so ist es leicht die in der üeberschrift angegebenen Entwickelun- 
gen herzustellen. Aus der Gleichung (2) folgt nemlich sofort 

Da nun für jeden Werth von p 

of = cospf + /^^ . sin/)/*, 
und wenn man mit a die grosse Halbachse, und mit r den Radius Yector 
bezeichnet, r =^ aQ ist, so folgt hieraus leicht, dass 

*) Imaginäre Exponenten schliesse ich nemlich durchgehends aus. 
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j, • /. - .-," i Tri") ir(") I . ./. 

r» sm m/^= a" 2^, j V,_„— V,;^.„) sin tf 

3. 
Durch den binomischen Satz ergiebt sich 

(1 + ßx)-" ==i-ILßa; + ^^^^x^ — 'L^±±^ßV ± elc. 
und hieraus wegen der Gleichungen (1) und (2) 

Fr:=cosv(i-/j°)"(i+^/s'+^q^>+ "''^t.^^:y^V +eu..j 

V^n = C0S>(1-^r{!^/S«+«-^:^;;ti^ 

etc. ' etc. 

welche Reihen fUr jeden Werth von /? < 1 convergiren. Für n = 1 fol- 
gen hieraus sofort die einfachen Ausdrücke 

Vq ^ ^= cosip; y±i = — /? cos y ; Y±2 = /S* cos g) , etc. (3) 

4. 
Der obige Ausdruck (1) für p" giebt leicht eine linearische Glei- 
chung zwischen vier yCoeflicienlen. Es folgt nemlich daraus, und weil 

*—ß* 
cos(p = ^:f, 

ist . 

..n — 1 (*" I ß f.nrp j ß n« ^ 

Substituirl man hierin für (>" und (?"■"* die Ausdrücke 

und vergleicht die mit derselben Potenz von x multiplicirten Glieder, so 
ergiebt sich sogleich i 

*^« — c-S^V •' ■*■ «-/?•) cos 9 j *^'-* + *^«+M i*) 

vermittelst welcher man alle zur Potenz n — 1 gehörigen VCoefficienten 
bekommen' kann, wenn die zur Potenz n gehörigen berechnet worden 
sind. Man kann aber durch Zuziehung des Differentials von q eine Glei- 
chung zwischen drei VCoefficienten finden, welche bessere Dienste lei- 
stet. Das Differential lässt sich leicht wie folgt stellen. 
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und ausserdem giebt die Gleichung (1) die folgende 

"*"=»(;-^V'+»f^(-+i)<'^' 

addirt und subtrahirt man diese, so erhält man 

Die Substitution der Werthe 
giebt hiemit 

(5) (»+.)vr = »(i^-v;-*" + j»^(!±^vi;f" 

(6) (^iC = .(!^V.!"+" + ä„.-4(!±^vä" 

deren eine auch aus der andern folgt , wenn man — i statt i schreibt, 
und auf die Gleichung 

Rücksicht nimmt. 

Die Gleichung (5) giebt 

die wenn » positiv ist auf sichere Art alle y," durch die V," giebt, 
welches bei der Gleichung (4) nicht immer der Fall ist. Denn die bei- 
den Glieder rechter Hand habßn entgegengesetzte Zeichen und V,* ist 
von der Ordnung /?, wenn also ß klein ist, so sind in (4) die beidea 
bez. mit* V,-"^ und T^l\ multiplicirten Glieder Grössen einer und dersel- 
ben Ordnung, die von einander subtrahirt werden müssen. Dieser Uebel- 
stand findet in (7) nicht statt. Wenn man daher für eine Reihe ganzer 
und positiver Werthe von n die FCoeflScienten zu berechnen hat, und 
auf irgend eine andere Art dieselben fllr den grössten Werth von n, 
dessen man bedarf, berechnet hat, so erhttlt man durch die Gleichung 

(7) diese Goefficienten für alle übrigen Werthe von n auf sichere Art. 

Eine andere Art die VCoefficienten für eine Reihe ganzer und po- 
sitiver Werthe von n sicher zu berechnen, lässt sich aus der Gleichung 
(6) ableiten. Setzt man in diese i+ 1 statt i, so lässt sie sich in folgende 
verwandeln 
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Rechaet man die V,- durch die Gleichungen (3) und ausserdem für 
jeden ganzen und positiven Werth von n die Fo** Äuf irgend eine andere 
Art, so kann man durch (8) alle übrigen FCoefficienten sicher berechnen. 
Aus (6) folgt ausserdem 

und aus (1) folgt sogleich 

V^"'^ — — U • V^"'^ — ^ • Vt^^ — • etc 
^ö — 35^ ' ^« — cos y (<-/?•) ' ^^ — " ' ^^^• 

Diese geben in Verbindung mit (9) alle yCoefficienten für eine Reihe 
negativer und ganzer Werthe von n mit Sicherheit. 



6. 
Wenn e und n beide klein sind , so kann man die FGoefficienten 
leicht durch die unendlichen Reihen des Art. 3 berechnen , aber wenn 
diese Bedingungen, xyder nur eine derselben, nicht erfüllt sind , so wird 
diese Art der Berechnung beschwerlich, weil man viele Glieder der 
Reihen berechnen muss. Ich werde daher jetzt zeigen , wie mau für 
einen gegebenen Werth von n alle' diese Goefficienten durch Ketten- 
brache berechnen kann, wenn Vq"^ anderweitig berechnet worden ist. 

Eliminirt man V," zwischen den Gleichungen (5) und (6), und 
schreibt darauf n statt n + i, ao bekommt man 

{n+i-i)ßy^t + i{i+^yl'^ - (n-»-i)/?V<;', = O (10) 
welches eine Relation zwischen je drei auf einander folgenden , einem 
und demselben Werthe des Exponenten n zugehörigen, V Goefficienten 
ist. Aus dieser Gleichung liessen sich zwar, wenn Vq" und Fi** ander- 
weitig berechnet worden sind, alle andern, demselben Werthe von n 
zugehörigen FGoefficienten berechnen, allein diese Berechnung führt 
auf kleine DiflFerenzen grosser Zahlen , und ist daher unsicher. Die Be- 
rechnung durch Kettenbrüche , die ich jetzt auseinander setzen werde, 
ist von diesem Uebelstande frei, ja sie besitzt im Gegentheil die Eigen- 
Schaft, dass ein Fehler in dem zuerst anzuwendenden Verhältniss von 
zwei auf einander folgenden FCoefficienten in die übrigen mehr und 
mehr verkleinert übergeht und zuletzt unmerklich wird. 

Sei nun, von e = 1 angefangen, für alle ppsitiven und ganzen 
Werthe von i 
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yln) 

so geht die Gleichung (1 0) tiber in 

= {n+i—i)ß + i{i+ß^p, — (n—i—i)ßp,p^^ 
und setzt man ferner 

(11) p,i = _F,y, 

SO verw^delt sie sich in 

(12) = 1— y, — y,y,+iA^, 
woraus 

4 

y« — 4+^iyH-i 

und durch fortgesetzte Substitution die Kettenbrttche 
y.-i = 4 +X- y«-» = TgilTi 

4+eU5. 4 +^4-1 

4+ etc. 

entstehen. Man bekommt also, wie man sieht, alle yi aus einem und 
demselben Kettenbruche durch blose Fortsetzung der Glieder desselben 
bis zu dem, welches von J^ abhängt. Sind hieraus die y^ berechnet, und 
darauf die p, durch (H), so wird 

und da 

SO hat man alle , einem und demselben Werthe des Exponenten n zu- 
kommenden yCoefficienten , wenn auf irgend eine andere Art Vo"^ be- 
rechnet worden ist. 

Der obige Ausdruck für A, giebt zu erkennen , dass wenn n eine 
ganze und positive Zahl ist, 

wird, es ist daher in diesem Falle 

für i < n — 1 besteht also der Kettenbruch aus einer endlichen Zahl 
von Gliedern, und zwar hat man, um die y, von yt bis y„_i zu bekom- 
men, tlberhaupt nur n — 2 Glieder zu berechnen. Z. B. für » = 6 wird 

^5=1. ^4 = 4x7, ^3 = 4+1;^' y^ = i^r yt = 4+b^ 
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Derselbe Ausdruck für A, zeigt ferner, dass wenn n eine ganze und ne- 
gative Zahl ist, 

wenn man, wie erlaubt ist, auch in diesem Falle t stets positiv annimmt. 
Es wird daher nun 

und für t < ( — n) besteht der Kettenbruch aus einer endlichen Anzahl 
von Güedem , deren Berechnung sich eben so gestaltet , wie die der 
eben angeführten, und ohne Weiteres sicher ausgeführt werden kann. 
Für grössere Werthe von i ist die Sache anders , jenachdem die ganze 
Zahl n positiv oder negativ ist. Wenn sie negativ ist, wird 

und deshalb brechen in diesem Falle die FCoeflScienten bei F±„ ab. 
Ist hingegen n ganz und positiv, so kann F, nie Null werden, und die 
FCoeflScienten gehen ins Unendliche fort; wenn nun zugleich 

i > n — 1 
ist, so geht auch der Kettenbruch ins Unendüche fort und die Anzahl 
der Glieder desselben, die überhaupt berechnet werden müssen, um 
eine gewünschte Genamgkeit zu erhalten , hängt von der Beschaffenheit 
der Grenze ab -, nach welcher . die y, für ein stets wachsendes i hin- 
streben. 

Macht man t = oo in dem Ausdruck für k^, so wird 

Aoo = — i sin ^(p 

und die Gleichung (1 2) geht über in 

= 4 — 4y^ +sinVy!o 
woraus 

folgt. Die Glieder des Kettenbruches convergiren also nicht gegen die 
Null, sondern gegen die endliche Grösse — sin^^y. Wenn 9 klein ist, 
so erwächst hieraus kein sonderlicher Uebelstand; wenn dieses aber 
nicht der Fall ist, so muss man um für den grössten Werth von i, des- 
sen man bedarf, y,- hinreichend sicher zu erhalten, eine grosse Anzahl 
der GHeder des Kettenbruches berechnen , in deren letztem man den 
genäherten Werth sec^i^tp für das betreffende y, substituiren muss. 

Man kann diesen Uebelstand vermeiden , indem sich ftlr y,- ein an- 
derer Kettenbruch entwickeln lässt, dessen Glieder, wenn sie nicht etwa 
abbrechen, stets zur Null hin convergiren. Um diesen aus dem Vorher- 
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gehenden abzuleiten, werde ich die folgenden allgemeinen Betrach- 
tungen voransenden. 

6. 
Es sei die folgende allgemeine Gleichung zwischen 9, und ^,^.i 
gegeben, 

(A) q.[i + ai—biqi+t) = i 

die man in einen Eettenbruch verwandeln soll. Man setze 

wo «,- einstweilen unbestimmt ist. Hiemit geht (A) über in 
woraus durch Verschiebung der Indices 

u. s. w. entsteht. Eliminirt man hiemit qi und g^.i aus (A), und setzt 

zugleich 

a, = bi — Ä, 
so ei^ebt sich 

(B) 1 + fl.'^r^, = (1-«.+i^H-*)^H-i 
Setzt man femer 

eliminirt damit r^t und r^^j aus (B), und bestimmt /?,- so, dass 

ßi = «i+i + «.^ 
wird, so erhalt man 

(C) »^4., (i + c, — (i»i+,) = 'l 
wo 

ist. Die Gleichung (C) ist aber von der nemlichen Form , wie die Glei- 
chung[ (A), von welcher wir ausgegangen sind, man kann also diese Sub- 
stitutionen ins Unendliche wiederholen , wodurch der folgende Ketten- 
bruch entsteht. 



9i 




i — Oi 

i-8i 



4— etc. 

in welchem 



Digitized by 



Google 



Entwickblung dss Products einer Potenz des Radius Vectors u. s. w. 1 91 



Yi = ^i — Oi = ßi+i — ai^ 



etc. 



/i ^i a 



7. 
Um die Substitutionen des vor. Art. anzuwenden bemerke ich, dass 
im vorvor. Art. der Grenzwerth von y,- gleich 1 + /S* gefunden wurde. 
Man kann also setzen 

wo qi eine Grösse ist , die für wachsende i die Eins zur Grenze hat. 
Substituirt man diesen Werth von y,, so wie den des vorvor. Art. für 
Xi in die Gleichung (12), so kommt 

g.(H/s'+<"-;74.Vr ^-y gH-.) = < 

vergleicht man diese mit (A), so wird 

Die Substitution dieser Werthe in die Endformeln des vor. Art. giebt im 
vorliegenden Falle 

„ »(4-11) dt . o (»+w)(H-4-n) ^ 

^ iH''^)^ ' ^' (H-^)(t+2) /^ 

etc. etc. 

und es wird 

sec *^ 

y» — 4-.Ä, 



4 — / 



<-y; 



4 — etc. 

*) Es ist sichtbar, dass wie auch » und ß beschaffen sein mögen, die 
«,, y„ etc. für wachsende t zur Null convergiren, während die /?,, *,, etc. 
zu ^ convergiren. Je grösser t ist, desto weniger Glieder dieses Ket- 



*) Ich bemerke hiezu, dass dieses derselbe Ketteobnich ist, den man aus [t5] 
in GauBtf Disquisüiones generales drca seriem infimtam etc. ertialten haben würde. 
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tenbruchs brauchen berechnet zu werden , um eine gegebene Genauig- 
keit zu erhalten. Für i = oo wird a, = 0, etc. also 

y^ = sec2-i^ 
wie vorher. 

Wenn n eine ganze Zahl ist, bricht der Ketten bruch für jeden Werth 
von i ab , und besteht also stets aus einer endlichen Anzahl von Glie- 
dern. Es ist aus ddn obigen Ausdrücken sichtbar, dass wenn n. positiv < 
ist, die n^ der Grössen a„ y„ etc. Null ist, und dass also, i mag sein wie 
es will, der Kettenbruch pie aus mehr wie 2(n — 1) Gliedern besteht. 
Diese Anzahl ist stets vorhanden wenn t > n — 1 ist, findet aber diese 
Ungleichheit nicht statt, so wird auch eine der Grössen /?,,' d„ etc. gleich 
Null, und der Kettenbruch bricht früher ab. Ist i = n — 1, so wird 
schon ßi = und der Kettenbruch besteht nur aus Einem Gliede , ist 
i = n — 2, so ist di= 0, und er besteht aus drei Gliedern u. s. w. 
Ueberhaupt besteht er aus höchstens 2n — 3 Gliedern, wenn t < n ist. 
Wenn n negativ ist, 'findet ein ähnliches Verhalten statt. 

Es wird sich oft ereignen , dass wegen der Kleinheit von ß der 
Kettenbruch so /stark convergirt, dass man um die erforderliche Ge- 
nauigkeit zu erhalten nur eine kleine Anzahl der vorhandenen Glieder 
zu berechnen braucht. Da man nun bei Anwendung des obigen Ketten- 
bruches für jedes i alle merklichen Glieder desselben von neuem be- 
rechnen rauss, der Kettenbruch des Art. 5 hingegen für jeden hinzu- 
kommenden Werth von i nur die Berechnung Eines Gliedes verlangt, so 
verfährt man am zweckmässigsten , wenn man nur für den grössten 
Werth von t, welcher erforderlich ist, y, aus dem Kettenbruche dieses 
Artikels rechnet, und sich für die übrigen y, des im Art. 5 abgeleiteten 
bedient. 



8. 

Um durch die eben entwickelten Methoden die V±i selbst zu be- 
kommen bedarf es nur noch der Berechnung von Vq* , und wenn beides 
n und ß klein ist, so kann diese leicht durch die unendliche Reihe des 
Art. 3 ausgeführt werden. Wenn /? klein ist, so kann man sich dieser 
Reihe auch für ziemlich grosse Werthe von n bedienen, während sie 
für sehr grosse Werthe von n beschwerlich wird ; ist ß nicht klein, so 
wird ihre Anwendung auch für kleine Werthe von n mühsam. 
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Die y,**^ überhaupt sind hypergeometrische Reihen von der Gat- 
tung, über welche von Euler, Garns und Kummer so vollständige und 
schöne Untersuchungen vorliegen, und man wqiss dadurch, dass jede 
derselben sich auf mannigfaltige Art durch andere derselben Gattung 
ausdrücken lässt. Da in allen Rei|ien dieser Gattung, die hier vorkom- 
men werden, das 'vierte Element ein Quadrat ist, so will ich sie hier 
allgemein mit F (a, /?, y, z^) statt der gewöhnhchen Bezeichnung F(a, /?, y, x) 
andeuten. Es ist also 

F{a,ß,y,z^ = ^ + '^^ + ^^^±^^-^z* + etc. (13) 

Die Sunmie dieser Reihe , die ich auch der Einfachheit wegen blos mit 
F bezeichnen werde; lässt sich bekanntlich auch als particuläres Integral 
einer linearischen Dififerentialgleichung zweiter Ordnung ausdrücken; 
macht man in dieöer z zur unabhängigen Veränderlichen , so wird sie 

z{i—^^. + {2r—i—{^a+2ß+i)z'}'^—iaßzF=0 (U) 

Man kann diese direcl aus der vorstehenden Reihe ableiten, und man 
kann sie auch a posteriori dadurch verificiren , dass man die Reihe in 
sie si^bstituirt, wodurch ihr Genüge geleistet wird. Von den Verwan- 
delungsformeln, die man kennt, will ich hier nur die folgenden anführen, 

F(a,/S,y,z*) = (1_z^-«F(a,y-^,y,^i) y (15) 

F(a;/S,y,z^= (1-z^-^F(y-a,/J,y,^) 

F{a.ß,r,z') = 

ilz*l^-^)F(a — y+1;/J--y+1, 2— y,z2) + ÄF(a,/?,a + /J— y+1, \ — z^ 

wo A — g(y~M/i(«-y)g(/g-y) 

"^^ ^ /r(4— y)/Z(a-4)iI(/?~4) 

-" — /I(a+/?-y)/I(-y) 

und überhaupt /Z (/)) die Gaussische //Function bedeutet. Kummer be- 
zeichnet die beiden letzten dieser Gleichungen besonders als Funda- 
mentalgleichungen für die Verwandelung der FFunctionen , indem sich 
aus diesen allä übrigen ableiten lassen , in welchen alle vier Elemente 
von einander als unabhängig l)6trachtet werden. 

9. 
Vergleicht man die allgemeine Reihe (1 3) mit den Ausdrücken für 
r/"^ des Art. 3, so ßadet man leicht dass 
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(1 6) V±] = (— I)' B.,,,/?- cos > (1 —^^F{n, n+i; t+ 1 , /J^) 
wo zur Abkürzung 

^-"»•' 4 . J. . ,1 

gesetzt ist, also ( — 1)*B«,,, den t^ Binominalcoefficienten der Potenz 
— n bedeutet. Es ist hier immer i eine ganze positive Zahl, n kann aber 
jede beliebige Zahl sein. Dieser Ausdruck der yCoefficienten wird nur 
dann ein endlicher, wenn n eine ganze negative Zahl ist, durch Anwen- 
dung der ersten Yerwandelungsformel (1 5) kann man ihn aber in einen 
andern umformen, welcher ein endlicher Ausdruck wird , wenn n eine 
ganze positive Zahl ist. Die Substitution dieser Relation giebt sofort 

(17) fJ!- = (— 1)'Ä-,,.-/?'cos>(1— /J^-"+*F(i+1— n,1— n,^^ 
welches augenscheinlich eine endliche Function ist, wenn für n irgend 
eine ganze und positive Zahl substiluirt wird. Schreiben wir für t = 
die ersten Glieder hin : 

Wenn n klein ist, kann man aus diesem Ausdruck Yq^ für jeden Werth 
von ß mit Leichtigkeit berechnen. Die Anwendung der obigen zweiten 
und dritten Verwandelungsformeln würde andere Ausdrücke der FCoef- 
ficienten geben, die ich aber hier nicht anführen will , da sie sich jeder 
leicht hinschreiben kann. 

Aus den beiden eben entwickelten Ausdrücken für F±, kann man 
eine nützliche Relation ableiten. Setzt man — w für w in (16), so entsteht 

t^' = B,^,^-cos-X1— /?*)-" F(-n,t—n, t+1, /S«) 
setzt man hingegen n+1 fürn in (17), so kommt 

F^^+*^ = (-1)«•B^„+^,,^•cos-+V(^-/S*)~"F(t-n,-n,t> 
in welchen die FFunctionen einander gleich sind, da man das erste und 
zweite Element einer jeden derselben mit einander verwechseln darf. 
Diese beiden Gleichungen geben 

/jo\ T?r(-»») / j^s^j n. n — 4...n — ^+4 '^±« 

^^^1 *^±* V ^' fl + 4.n + «....fl + | C082«+ly 

welche die FCoefßcienten für ein negatives n aus denen für ein posi- 
tives, und umgekehrt zum.Theil, giebt. 

10. ^ 
Durch angemessene Veränderung des vierten Elements der FFunc- 
tionen kann man namentlich in den Fttllen wo , wie hier , von den drei 
ersten Elementen nur zwei von einander unabhängig sind , Relationen 
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finden, ^) die in den oben angeftihrten, allgemeinen nicht enthalten sind. 
Die zwei wichtigsten dieser will ich hier für den vorliegenden Fall ent- 
wickeln. Sei 

dann giebt die allgemeine Differentialgleichung (1 4) leicht 
ßi^-^P + {2i+1-(*«+2i+<)^}f - 4n(n+t)/JF, = (19) 
Setzt man hinein 

so geht sie über in 

+{2»+1-4(2«+0/f+(2i-1)/J'}(H/S^f-4(«+t)(n+H-1)/?(1^/S*)F,=O 
Macht man in dieser e durch die Gleichung 

zur unabhängigen Veränderlichen, so wird 

ß(<— «*)^+{2»+i— 2(»+t+4)«»}5— (n+.')(n+i+1)eF, = 
Die Yergleichung dieser mit (1 4) zeigt, dass ihr durch 

F,= cF(^,!^+ftl.t+i.e«) 

Genüge geleistet wird , wo c eine willkührliche Constante ist. Zur Be- 
stimmung dieser dient der specielle Fall e=0, welcher ß=0 bedingt, 
und da in diesem Falle die FFunctionen = i werden , so findet man 
c = 1. Substituirt man die vorstehendem RelatioBen in (f 6) und nimmt 
auf die Gleichungen 

e = sin(fi, ß=zigi(p, {^ = cosy, 4:^ ^= cos ^iy 
Rücksicht, so wird 

r;]= i^iyB_,/^cos*"g>FQ+^, i±5, i+i, sin V) 
Dieser Ausdruck ist für jeden Werth von sin 91 < 1 eine convergirende 
Reihe, für ganze und negative Werthe von n gehen endliche Ausdrücke 
daraus hervor. Transformirl oian die FFonctioo durch die erste Ver- 
wandeluDgsformel (4 5), so kommt 

t;\= (_<).B_„,,Ü^co6,pF(l±i=:5. *±^. i+y, sinV) (20) 
welche mnerhalb derselben Grenzen wie die vorhergehende conver- 
girende Reihen giebt, die sich in endUche Ausdrücke verwandeln, 
wenn n eine ganze und positive Zahl und grösser wie i ist. Für t = 
entstehen hieraus die beiden Ausdrücke 



*) S. Kummers Abhandlung. Crelle^s Journal B. 1 5. 
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Vr = cos> jl + ^4^smV + ''•;+V.t'.4"*"'' sinV + ete.j 

V^"' = cos<p\i + ''=^s\n'q> + "-;"7'"7';r* 8i"V + etc.j 

Diese Ausdrücke der FCoefficienten bilden die eine der oben angekün- 
digten Relationen, um die andere zu erhalten setzen wir 

in die Gleichung (1 4), die dadurch in folgende tibergeht, 

+ {2t+1-4(n+»V+(2t-1)/S«}(1+/?)^-2(2t+1)(«+i)(<-/?)F,=0 
Macht man hierin tj durch die Gleichung 

zur unabhängigen Veränderlichen, so ergiebt sich 

Vi^-V")^ + {4»+1-(2n+4i+2),;«}^^ - 2(2i+4)(«+i),F, = 

welcher durch 

Genüge geleistet wird, und wo eben so wie oben c =^ 1 gefunden wird. 

Setzt man nun 

rj z=z sinp 

so giebt die obige Gleichung zwischen tj und ß 

und die Gleichung (1 6) geht über in 

r^l = (-1)'B_„,, cos> cos> '-^pF(n+i, ^*, 2t+4, sin';,) 
welche für sinp < 1 stets eine convergirende Reihe ist, und einen end- 
lichen Ausdruck giebt wenn n + i eine ganze und negative Zahl ist. Durch 
Anwendung der ersten Gleichung (i 5) verwandelt sie sich in 

die unter denselben Bedingungen wie die vorstehende convergirt, und 
in einen endlichen Ausdruck übergeht wenn n — i eine ganze und posi- 
tive Zahl ist.. Für i = ergeben sich daraus 

C = cos>cos> jl+^sin^j? 4g!?^sinV + ^ ^^^^^^ sin^j? + etc. j 

C = ^ii-?sin^;>+^t?:^^ 

Es lassen sich noch viele andere Verwandelungen hier hinzufügen , die 
ich aber übergehen werde, da sie hier keine sonderlichen Vortheile dar- 
bieten, die nicht schon in den vorstehenden enthalten wären. 
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H. 

Die drei Grössen e, ß und ij, oder wenn wir /S = sin & setzen, y, 
k \mAp sind zugleich Null, und zugleich jene = 1, und diese = 90®; 
über dieses Intervall können sie nicht hinaus gehen. Die im Vorherge- 
henden entwickelten Ausdrücke sind nun vorzüglich für die Fälle zur 
Anwendung geeignet, wo 9), k und p sich nicht weit von ihrer unteren 
Grenze Null entfernen, während sie, namentlich wenn n nicht klein ist, 
unbequem werden wenn (p, k und p sich ihrer oberen Grenze nähern. Um 
Ausdrücke zu erhalten , die in diesem Falle bequem werden, muss man 
solche suchen, die nach den Potenzen von cos 9), cos k und cosp fort- 
schreiten. Mit diesen wollen wir uns jetzt beschäftigen. Machen wir 
in der allgemeinen Differentialgleichung (1 4) durch die Gleichung 

y zur unabhängigen Veränderlichen, so bekommen wir 
yO-y'J0+(2« + 2/?-2y+1-(2«+2/?+1)y»}g-4a/JyF=O 
und die Vergleichung mit (1 4) zeigt, dass dieser durch die Relation 

Genüge geleistet wird, wo c eine willkührliche Constante ist. Es er- 
wächst hieraus die Gleichung 

deren Realität von der Möglichkeit der Bestimmung der Constante c ab- 
hängt. Es zeigt sich aber, dass diese im Allgemeinen nicht möglich ist, 
indem Fälle vorkommen , wo sie sich wie eine Function von z gestal- 
tet, welches vermöge der Art der Entstehung derselben unmöglich ist. 
Die Ursache hiervon ist leicht zu finden , wenn man erwägt , dass jede 
Differentialgleichung der m**" Ordnung m von einander wesentlich ver- 
schiedene particuläre Integrale haben muss, das heisst Integrale die sich 
nicht durch Anbringung einer Constante auf einander hinführen lassen. 
Da die Differentialgleichung, von welcher wir ausgegangen sind, von der 
zweiten Ordnung ist, so muss sie nothwendig zwei von einander wesent- 
lich verschiedene particuläre Integrale haben, und die beiden FFunctio- 
nen, die Bestandtheile der vorstehenden Gleichung sind, sind in der 
That solche, da sie im Allgemeinen sich nicht identisch machen lassen, 
wie ihre .Reihenentwickelung zu erkennen giebt. 

Da unsere Differentialgleichung hnearisch ist, so können wir zufolge 
eines bekannten Satzes aus diesen particulären Integralen das voUstän- 

AbbtBdl. d. K. S. Ges. d. WisMOsch. iV. 45 
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dige Integral derselben zusammensetzen. Stellen wir nemlich die Glei- 
chung auf 

wo c und c* willkührliche Conslanten sind, so ist dieser Ausdruck das 
vollständige Integral der Differentialgleichung (14), nachdem darin üfür 
F gesetzt worden ist. Aus dem vollständigen Integral irgend einer Dif- 
ferentialgleichung kann man dadurch, dass man den willkuhrlicben Con- 
stanten particuläre Werthe giebt , alle möglichen particulären Integrale 
derselben hervorbringen. Giebt man daher den Constanten c und c' in 
der vorstehenden Gleichung irgend welche bestimmte Werthe , so wird 
U ein particuläres Integral der genannten Differentialgleichung. Substi- 
tuirt man im Gegentheil für U irgend ein particuläres Integral derselben 
Differentialgleichung, und bestimmt darauf die willkührlichen Constan- 
ten c und c^ auf angemessene Art, so bekommt man eine Gleichung 
zwischen drei particulären Integralen. In diesen Betrachtungen liegt in 
der That der Grund zu der nach Kummer unter (1 5) angeführten letz- 
ten Verwandelungsformel. Ich habe dieses indessen nur beiläufig ange- 
führt, und werde davon hier keine Anwendung machen, da es besondere 
Fälle giebt, in welchen die Gleichung (21) Gültigkeit hat, und es eben 
diese Fälle sind, die hier vorzugsweise in Betracht gezogen werden 
sollen. 

Die Gleichung (21) gilt allemal, wenn die beiden FFunctionen, die 
darin vorkommen, endliche Ausdrücke sind, die nicht unendlich gross 
werden können, denn es ist leicht einzusehen, dass alsdann die beiden 
Theile links und rechts vom Gleichheitszeichen sich durch angemessene 
Bestimmung der Constante c identisch machen lassen müssen. Sei zuerst 
in den FFunctionen 

a = i+1 — n, ß=\ — n, y = t+1, z =^ ß 
dann wird vermöge (21) 

(22^)F(t+1— n,1— w,t+1,sin'A) = cF(i+1— «,1— n,2— 2«,cos*fc) 
oder wenn man die Reihen ausschreibt 

wo zu bemerken ist, dass die Factoren, die die Nenner gleich Null 
machen könnten, wenn n eine ganze und positive Zahl ist, sich immer 
zugleich in den Zählern vorfinden, und also dagegen verschwinden. 
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Wenn nun n eine beliebige Zahl ist, so ist c unbestinunbar. Auf 
der linken Seite ist 

und auf der rechten 

a+ß—Y = i 

Wenn nun n negativ, oder positiv und <4- ist, dann wird, wenn man zu- 
gleich h = 90^ setzt, die linke Seite von (22) unendlich gross, *) und die 
rechte Seite = c. Es würde also auch c unendlich gross sein müssen. 
Macht man, während n beliebig ist, fc = 0, so wird die linke Seite von 
(22) = 1 , während der Factor von c auf der rechten Seite unendlich 
gross wird, und dem zufolge c unendlich klein sein müsste. Nimmt man 
für n einen positiven Bruch an, dessen Nenner = 2 ist, so wird filr 
jeden beliebigen Werth von k die rechte Seite unendlich gross, während 
dieses mit der linken Seite nicht der Fall ist; man wird also bei der 
Bestimmung von c auf Widersprüche hingeführt. 

Ist hingegen n eine ganze und positive Zahl und > t, dann gehen 
beide Reihen in (22) in endliche Ausdrücke über, und c lässt sich auf 
folgende Art bestimmen. Das allgemeine Glied der linken Seite ist 

— m 77~. m . i + 4. i+i .. t+m ^'" '^ 

und das der rechten 

p( j\m W-<-4.n~t — 2...n~< — m.n--4.n~>,..fi— m pf.^2mL 

^V \; 4.2 ... m.2n~2.2n-3...2n-m--l ^"^ '^ 

im letzten mit der höchsten Potenz von sinfc und bez. von cosk multi- 
plicirten Glieder eines jeden dieser beiden Ausdrücke ist also 

m = n — i — 1 
Da nun in der Entwickelung von cos^^'ft nach den Potenzen von sinfc 
das Glied, welches mit der höchsten Potenz multiplicirt ist 

=: ( — 1)"'sin^A 
wird, so bekommen wir sogleich die Gleichung 

i c 

woraus 

n+t.n-f t + 4...afi— 2 

^ 1 + 4., 4-2 . . . n— 4 

folgt. Substituirt man daher (22*) in (17), so ergiebt sich 

y±i= i-^n"-^ \:i::':z' 00^.,, sm^kF{i+\-n, i-n. 2-2», cos^fc) 

welche aber nur für ganze und positive w, welche überdies der Ungleich- 



*) S. Gauss, Disquisüiones genercUes etc. 

15* 
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heit n>t genügen, gilt. Auf ähnliche Art findet man die folgenden bei- 
den, nach den Potenzen von cos y und cos/) fortschreitenden Ausdrücke, 

^S = (-1)' J^ItS cos<, sin VF(liF-". '^, 5=^-. cos V) 
^" = ^OtS^% siD«'pF(l+i-». ?^. if=. cos';,) 
für welche die nemlichen Beschränkungen wie oben gelten. Für n = t + 1 
werden in diesen Ausdrücken die F Functionen = 1, und die Ausdrücke 
für V±(n-i) reduciren sich also auf die vor den F Functionen befindlichen 
Factoren. Für t = ergeben sich die folgenden Ausdrücke 

^0 — ^ r2..n-4co8 2(n-i)Ä|^ S ^^S '«+2.2.2n-3 ^^^ '^ 2.3.2*. 2n-8 ^^^ «i^eiC.J 

l/C») 4.3...2»-3 ^ (j »-^.w-2^^„2 I »-^•»*-2.»*-3.n-4 ^^„4 -7-^*^) 

*^» = 4.a...n-4 <^osyp-li;rT<'QsV+ ä.t.8^8.,„,5 CosV + etc.j 

yW_ 4 4.a..»n-8 C09»ff (. , n-4 ^„„8 . » n-4 . n-ä 4 3.5 n-4.n-8.n-» cpe'cTctC i 

»^0 8"-l4.S..n-4 cos -«p I ^ + 2n-3 '^^^V^i 2n-3.8n-5 '^"^ /' + 8.8 8n-3.8n-5.2n-7 ^"^ p + eiC.j 

Auf die nemliche Art kann man Ausdrücke ableiten, die blos Geltung 
haben wenn n eine ganze und negative Zahl ist, man gelangt aber durch 
Anwendung der ersten Gleichung (15) leichter dazu. Substiluirt man 
darin die obigen drei Ausdrücke für y±!, so bekommt man sogleich, 

'±' — 4 , 2 . . . n-< • cos > cos«"*' i* "• "• ^"' *^"^ "^ 

*^±' — sS 4 . 8 . . n-< 3SpÄ^'^l,'ä~'~2~' 2 'COS 9^ 

„(-»)_ 4 n-|-H-4.n-H-8..8n sin «•> p/-_„ «+1 IrrSf cog?„\ 

wo »>t die Grenzbedingung von n ist. Für n = t werden wieder die 
FFunctionen = 1, also reduciren sich die Ausdrücke für V±n auf die 
vor den FFunctionen befindlichen Factoren; für t = bekommt man 

(-»)_ n+ 4.n+8...an 4 l, nl„„lfc , J»>l'JLcos*it jlelc l 

^0 — 4.8...n co8»9.cosä»H^ räS*'^^ ''+4.8.an.8n-4 *^0S K + eiC.| 

y(-") 4 n+4.n+8...8n 4 f. "-»«-4 ^„„» , n.n-4.n-8.n-3 „„„i -;-„»y.l 

=F 4.8...n 35P> {<-8i;M-^Q«V + »-: 4.8n-4.8n-3 <^0«V + etC-) 

V'(-«) K fH-4.n+2...2n 4 f j , n 9 , 8.n.n-4 k , 3.5.«.m-4 . n-2 ^^^«^ 1 -,#« 1 

^^ 4.2...n C08nyCOSnp {^+2lM^QgP + 2-:2;Pü;r:3^^P 



12. 

Durch Anwendung der zweiten und dritten der Verwandelungsfor- 
meln (15) kann man die im Vorhergehenden entwickelten Ausdrücke 
auf solche hinführen , die nach den Potenzen der Tangente oder Cotan- 
gente irgend eines der Bögen &, 9) oder/) fortschreiten; ich werde je- 
doch davon hier nur die beiden von cotg p abhängigen Ausdrücke ab- 
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leiten. Setzt man die dritte Gleichung (15) in die beiden von cosp 
abhängigen Ausdrücke des vor. Art., so kommt sogleich 

V\"> (-1)' 1.8..an-~8 cosntp ' pfi-^i at+4 8-2n rnia2^\ 

^±* — 2»-i i.2..n—i cos»»-Jpsinp^ V S ' 2 ' 2 ' ^^^\b V ) 

Y^r''^— ^ n+«+Kn+H-2..2n 1 f^^ii <ii^^ 4~2n ^^i£r^^\ 

'^X* «2* 4.2...n-i • cos»y cos'^sinp^ \ 2 ' 2 » 2 ' ^^^ FJ 

Diese sind zwar unendliche Reihen , aber sie gelten demungeachtet un- 
ter den für n im vor. Art. aufgestellten Bedingungen , weil die Relation 
(1 5) die angewandt worden ist, um sie zu erhalten, in allen Fällen gilt. 
Die vorstehenden Ausdrücke besitzen die Eigenschaft, dass in den un- 
endlichen Reihen -derselben n nur in den Nennern der Coefficienten vor- 
kommt, je grösser daher n ist, desto mehr werden die Coefficienten 
abnehmen, weshalb sie sich besonders in den Fällen, wo n sehr gross 
ist, zur Anwendung eignen. Wenn cotg p < 1 ist convergiren diese 
Reihen, aber wenn diese Ungleichheit nicht erfüllt ist, so findet die Con- 
vergenz nicht mehr statt. Der Umstand aber, dass n nur in den Nennern 
vorkommt, bewirkt dass in den Fällen, wo cotg/) > 1, und dabei n hin- 
reichend gross ist , die ersten Glieder abnehmen können , so dass diese 
Reihen den Character der sogenannten halbconvergirenden annehmen. 
Es ist jedoch hiebei zu bemerken , dass der Umstand , dass die Nenner 
nach und nach die Factoren J — 2», 3 — 2«, 5 — 2n, etc. bekommen 
hemmend auf die Abnahme derWerthe der Coefficienten wirkt, und die 
Reihen daher, als halbcbnvergirende betrachtet, keine sonderliche Ge- 
nauigkeit geben können. Ich füge hier noch den ersten Ausdruck für 
t = ausgeschrieben hinzu. 

fO ^i 4.2..n~4 cos«-i|)8inp\r+2.8n-8^^'^SP-r2.4.2n^3;2n-5^"'« P+.®^^7 

, ' . • • 13. . ... 

• Es lässt sich .für grosse* n .eine- andere halbconvergirende Reihe 
geben, die grössere Convergenz besitzt wie. die vorstehende. Diese will 
ich jetzt entwickeln, werde mich aber nur auf den Fall 1 = beschrän- 
ken, da dieser es ist, welcher vorzugsweise zur Anwendung kommt. 
Nehmen wir die Gleichung (19) vor, welche für i = in folgende 
übergeht 

ß{^-f)$ + {^-{in+im%-in'ßF=Q (23*) 

Zufolge des Vorhergehenden erhalten wir, wenn hiedurch F bestimmt 
worden ist. 
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C=cosV{1 — /S^"F 
Auf die vorstehende Diflferentialgleichung werde ich nun dieselbe 
Methode, jedoch mit den im gegenwärtigen Falle nothwendigen Abän- 
derungen, anwenden, durch welche ich in den »Absoluten Störungen 
etc.« die /Functionen in eine halbconvergirende Reihe verwandelt habe. 
Es muss vor allen Dingen in dem zweiten Gliede dieser DilFeren- 
tialgleichung das mit n multiphcirte Glied fortgeschafil werden, und man 
findet leicht auf directe Art, dass dieser Zweck durch die Substitution 

F= ^ 

(4-/?*)n 

erreicht wird. Führt man diese aus, so bekommt man 

und in dieser befreit man das erste und letzte Glied von ß, wenn man 



-p 
setzt, und u zur unabhängigen Veränderlichen macht. Es ergiebt sich 

U. 
Die eben gefundene Gleichung stelle ich wie folgt 

(23)- g_4A«L = -^g-L 

WO A = n — \ 

ist, und integrire sie vorläufig indem ich die rechte Seite gleich Null 
setze. Dadurch wird 

(24) L = w(?^ + w^c-^ 

wo w und w^ die willkührlichen Constanten sind , und c die Grundzahl 
der natürlichen Logarithmen bedeutet. Das Integral der vollständigen 
Gleichung erlangt man nun dadurch, dass w und u;^ veränderlich gesetzt, 
und als Functionen von u betrachtet werden. An sich liefert die Lösung 
dieser Aufgabe nur Eine Gleichung zur Bestimmung der beiden Grössen 
w und «;^ und man kann daher die eine derselben vWllkührlich anneh- 
men, oder vielmehr eine willkührliche Bedingung einführen. In den ge- 
wöhnlichen Fällen fügt man die Bedingung hinzu , dass das erste Diffe- 
rential der abhängigen Veränderlichen dieselbe Form erhalten soll , wie 
in dem Falle, wo die willkührlichen Constanten unveränderlich sind. 
Diese Bedingung würde aber hier nicht zum Ziele führen, ich werde sie 
daher nicht anwenden , sondern statt dessen , ähnlich wie a. a. 0. die 
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Bedingung aufstellen, dass nach der Substitution von (24) in (23) die 
Coefficienten der mit (?^ und c~^ multiplicirten Glieder, jeder für sich, 
gleich Null sein sollen. Differentiirt man nun (24), und substituirt sie in 
(23), so bekommt man mit Zugrundelegung dieser Bestimmung für die 
Bestimmung von w und w^ folgende Gleichungen 

*^\ du ^ vi — rfw« ß du ^ 

*^ldu ^ Iß ^^ ] — dtt* + ß du + ^^ 

Da diese Differentialgleichungen zweiter Ordnung sind, so wird ihre voll- 
ständige Integration vier willkührliche Constanten einführen, welche 
aber nothwendig nach der Substitution der durch diese Integrationen 
erlangten Werthe von w und w* in (24) zu zwei Constanten sich zusam- 
men ziehen müssen, indem der Ausdruck von L nur zwei willkührliche 
Constanten enthalten kann. Hieraus folgt, dass wir nur nöthig haben 
von jeder der beiden vorstehenden Gleichungen ein particuläres Inte- 
gral zu ermitteln, welches Eine willkührliche Constante enthalt. Aber 
diese Gleichungen sind linearische, in welchen kein von w und bez. w^ 
unabhängiges Glied enthalten ist, wenn man also zwei Functionen 

w := fu , w^ = Fu 
kennt, die ihnen Genüge leisten, so leisten auch die Ausdrücke 

w = cfu , w^ = c^Fu 
wo c und c^ willkührliche Constanten sind, ihnen Genüge. Hieraus folgt, 
dass man den obigen Gleichungen nur Genüge zu leisten braucht. Fer- 
ner geben die obigen Gleichungen zu erkennen , dass wenn der ersten 
derselben durch folgenden Ausdruck Genüge geleistet wird, 

f(,= Co+ J + 5+^ + etc. 
wo Cq, Cj, etc. Functionen von u sind, die kein k enthalten, so wird der 
zweiten nothwendig durch den folgenden Ausdruck Genüge geleistet, 

ir^^Co — ^ + §-§±etc. 
Man braucht also nur der ersten derselben Genüge zu leisten, und er- 
hält dadurch zufolge des Vorhergehenden die hier erforderlichen par- 
ticulären Integrale beider. 



Die Gleichung 

*^ ä: + -is'^\ — — di« IT du ^ 



\du T Iß «^ j — du* ß du 

kann vereinfacht werden. Setzt man 
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'=r? 

woraus vermöge der Relation u = log /j^ 

dz 



folgt, so gebt sie über in 

16A jS^-«'| /T+i? --= g:(.«+4z') + S(.»-4.) + 4«, 

Wenn man bierin den obigen Ausdruck 

tt,= Co+^ + § + J+etc. 

subslituirt, so bekommt man, da die CCoefBcienten kein X entbalten sol- 
len, allgemein 

mit Ausnabme von 

'Hieraus kann man nacb und nacb alle CCpefficienten bestimmen. Der 
Gleicbung für Cq ist durcb 

Gentige geleistet; biemit giebt die allgemeine Gleicbung 

d c. f. g' 

v\felcber durcb 

Genüge geleistet wird. Die Substitution dies^es Wertbes in die allgemeine 
Gleicbung giebt 

welcber durcb . • 

. ;• •' . • • .c, = ^hi2^- ' '. * . -. . .. • . 

Geqiüge. geleistet wird u. s. w. Diese Wertbe geben scbon die allge- 
meine Form dieser CoefBcienten zu erkennen. Wenn • 

i eine grade Zabl 
ist, darin wird v 

wobei der particuläre Wertb C^ = 2^ ausgescblossen ist. Wenn 

i eine ungrade Zabl 
ist, dann wird 
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Substituirt man diese Ausdrücke in die obige allgemeine Gleichung, und 
vergleicht die CoefBcienten der verschiedenen Potenzen von z mit ein- 
ander, so ergiebt sich 

i) für i grade 

8(i-3)^^V = 16(t-2)«4U+ (2i-7)Ml,- 32(t-2)4ty 
etc. bis 

iU^'' = 2564' + 254"- 1284"^'^ 
84''" = 64A^^-644-''' 

2) für » ungrade 

32(i+i)4^' = (2»+1)'.lL, 
32(i-1)^^^ = 16(t— 1)ML, + (2t-3f4L 
32(i-3)iitV = 16(»— 3f ^1,+ (2t— 7)M2_, 
etc. bis 

1284"^" = 2564^ + 494' 

644"^'' = 644' + 94' 
Durch Hülfe dieser Gleichungen und mit Zuziehung des Werthes 

4"' = 1 

kann man nach und nach so viele CoefBcienten berechnen wie man will. 
Die ersten, mit welchen man wohl stets ausreicht , habe ich wie folgt 
gefunden : 

-^1 — 8 ; -^5 542 5 -^5 rÖ96 ' ^ 542' ^ 524 288' 

äU) _1__ 578 J .(5) * 59 885 . * i(ö) 2265 , ^(5) 27 ^ 

^* 82 768 ' ^» 4494804 ' - * 434 072 ' ^* 46384' 

jM 2^404 245 ^(6) __ 587 265 i(6) 48863 ^(7) 57972945 

** : 268 435 456'. • 4 6 777 246' ^« 4 048 576' ** 

i(7) 48 821 565 , ^(7) 296355 AV 2 547 



2 4 47 488 648 ' 



268435456' * """46777246' ^*l 2097452 

Die oben angewandten Substitutionen waren, wenn man cosqp 
durch ß ausdrückt 

da nun hieraus 
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hervorgeht, so ergiebt sich 

C = c +T + T» + § + «'«•1 

WO c und c^ die beiden willkubrlicben Constanten, und 

^4 524 288 "^32 768 

r^ ' ( 59535 o -. 2265 k . 27^) / , . , i 

W = jimm^ + 43rÖ72 ^ + Tem^j V T+i? 

^ 2 404 245 13 , 587 265 ^ 48868 ^ 

^6 268435456^ + 46777246 + 4048576*^ 

i^ ( 57 972 94 5 is . 48824 565 ^ 296 855 5 __ 2 547 ) ,— - — ^ 

W (2 4 47 483 648^ "*" 268 435 456^ "T" 46 777 24 6^ 2 097 4 52^) » ^ +i* 

elc. 
Man kann diese Ausdrücke für die Recbnung geeigneter macben , wenn 
man (p einfubrt, man findet leicbt 

und 

Vr = cos> cotg^(45<>— i(/))jz + ^ + J. + § + etc.j 

+ c^ cos> tg\45«— i<p)|z — ^ + ^._J + etc.j 

An der Grenze qp = wird dieser Ausdruck unbraucbbai;, weil dann 
z = oo wird, an der Grenze qp = 90® scbeint er unbestimmt zu wer- 
den, weil dann cotg(45® — \<p) = oo und cosqp = wird, aber der 
obige Ausdruck durcb ß zeigt, dass alsdann Vo" = wird, man kann 
also den vorstebenden Ausdruck bis an diese Grenze anwenden , und 
zwar für desto kleinere Werthe von A, je näher (p dieser Grenze liegt, 
weil dann z klein wird. Wenn (p sieb wenig von der unteren Grenze 
Null entfernt, dann giebt dieser Ausdruck für kleine Wertbe von A nur 
geringe Genauigkeit, aber diese wäcbst, so wie A grösser wird, und 
kann aucb in diesen Fällen, wenn nur A binreichend gross angenommen 
wird; zu jeder beliebigen Grenze gesteigert werden. Der Umstand, dass 
für dieselben Werthe von A oder n die vorstehende Formel für kleine 
Werthe von qp geringere Genauigkeit giebt, wie für grössere, gleicht 
sich dadurch in der Anwendung aus , dass man in diesen Fällen die obigen 
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endlichen Ausdrücke oder die convergirenden Reihen ohne Unbequem- 
lichkeit für grössere Werthe von n anwenden kann. Die Grösse z nimmt 
schon für kleine Werthe von (p rasch ab , wie die folgenden speciellen 

Werthe zeigen 

qp =: giebt 2; = oo 



(p = 


1» 


M « 


-=10,70 




(p = 


2« 


.. * 


= 7,57 




9 — 


3« 


„ 2 : 


= 6,i8 




9 — 


4» 


,. 2 : 


= 5,35 


, 


9 — 


5« 


etc. 


— 4,78 




Ich bemerke noch hiezu, 


dass das Verfahren, 


welches ich eben 



auf Fo"^ angewandt habe , mit geringen Abänderungen auf jede Function 
y von X angewandt werden kann , die sich durch folgende Differential- 
gleichung darstellen lässt, 

wo P, Q, ß, S, T Functionen von x sind. Denn die Transformationen, 
die ich eben auf die Gleichung (23*) angewandt habe, lassen sich allge- 
mein mittelst bekannter Sätze auf die vorstehende Gleichung anwenden. 
Nur ist hiebei zu bemerken ■, dass wenn ausser n in den Goefficienten 
dieser Gleichung grosse Zahlen vorkommen , die Convergenz der halb- 
convergirenden Reihe sehr gering, und sogar illusorisch werden kann. 

16. 
Um die beiden willkührlibhen Constanten c und c^ zu bestimmen, 
werde ich die ersten Glieder des Ausdrucks von Fo" auf eine andere 
Art, die keine willkührliche Conslanlen zulässt, bestimmen. Der Aus- 
druck des vor. Art. von Fo"^ durch ß giebt mit bioser Rücksicht auf diese 
Glieder 

und es ist leicht zu erkennen,' dass diese Functionen von ß sich in kei- 
nem der tlbrigen Glieder wiederholen. Denselben Ausdruck werde icjx 
jetzt durch das bestimmte Integral 

suchen, Da 

^ = i— eco8e = ^:^H—2ß cose+f), df=^ de 
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ist, wenu e die excentrische Anomalie bezeichnet, so wird 

^«"' = 5^/''(<-2/5<'OS*+/S')-de 
Sei ^ 

i—2ßcos€ + ß^ = H + ßfc'^ 
wo c die Grundzahl der natürlichen Logarithmen , und u eine neue ver- 
änderliche Grösse ist. Setzt man nun 

so durchläuft u das Intervall von m = g bis w = 0, während e das In- 
tervall von € = bis 6 = ;r durchläuft. Macht man daher im vorste- 
henden Integral u zur veränderlichen Grösse, und kehrt das Zeichen 
desselben um , so muss es von bis q genommen werden. Die Glei- 
chung zwischen e und u giebt 

44.Ä« (i+ß)* — -^ 

sin «d« = — ^+^ -^ c ""T- du 



8m'e = ^t^-c--^-^ 



oder wenu man die Exponentialfunctionen innerhalb der Klammern in 
unendliche Reihen auflöst, 

sm ^_-^ n^c |1 ^-j+--^. _-^^+_^, -|-etc.| 

Substituirt man diese Ausdrücke, so wird 

Man kann diesen Ausdruck vermittelst bekannter Sätze durch unend- 
liche Reihen vollständig integriren , und die Reihen , die man auf diese 
Art erhält, sind vollständig convergirende, aber sie enthalten A auch zu 
positiven Potenzen erhoben, und sind daher für den Zweck, der hier, 
verfolgt wii-d, nicht dienlich. Ich bemerke aber, däs's je grösser X wird, 
desto mehr sich die obere Grenze des Integrals dem .Unendlichen nähert. 
Integrirt man daher von bis 00', so wird man zwar keine vollständig 
convergirende Reihe bekommen , aber eine solche die Sich einer con- 
vergirenden desto mehr nähert, je grösser X oder n wird, das ist eine 
halb convergirende Reihe. Denn der wesentliche Charakter einer, halb 
convergirenden Reihe besteht darin , dass sie sich um desto mehr einer 
vollständig convergirenden nähert, je mehr ein darin vorkommender 
Parameter sich. einer gewissen Grenze; gewöhnlich dem Unendlichen, 
nähert. 
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Vergleicht man nun den eben erhaltenen Ausdruck für T^"^ mit (25), 
so ergiebt sich sogleich, dass man um das erste Glied desselben zu er- 
halten, unter dem Integralzeichen nur die Glieder aufnehmen darf, die 
nach der Reihenentwickelung unabhängig von \ß sind, so wie dass Glie- 
der von der Form des zweiten Gliedes in (25) gar nicht vorhanden sind. 
Die Reihenentwickelung des vorstehenden Ausdrucks giebt mit bioser 
Rtlcksicht auf die genannten Glieder, 

p-T-t-T^T^ + s^^' + etcj 
und also da 

£'duc-^=i/7i; f\^duc-'"=^/7i; £f^duc-''^=*^/^ 
ist, 

^0 ^{i^ßYrß.rhi \ ' 256 A» ^ 2621 44 A* ^ ^^^') 

Die Vergleichung dieses Ausdrucks mit (25) giebt 

^ %rh, r • 256A« ^ 262444A^ ^ ^^^'] 

und es wird daher schliesslich 

yr = ^^ cos»<y tg^(45«+-J^)|z + ^ + § + I + etc. j 

, . 7 , 4617 . 

^^ '^ ^ 256A* + 262144A' + ^^• 

und Zy Cj, Cj, etc. die oben gegebenen Werthe haben. 

17. 

Der eben für Fo" gefundene Ausdruck gilt für jeden positiven Werlh 
von n, vorausgesetzt dass dieser hinreichend gross ist, um die gewünschte 
Convergenz oder den gewünschten Grad von Genauigkeit zu erhalten, 
für negative Werthe von n hingegen wird er wegen /I imaginär; es ist 
also noch für diese Fälle der analoge Ausdruck zu entwickeln. 

In allen durch die unbestimmten Integrationen erlangten Aus- 
drücken darf man ohne Weiteres — n statt n setzen. Wir bekommen 
daher aus dem Art. 1 5 

yC-") _ (^+fir rw (^ _ ^ 4. ^ X etc 



oder 



c" 



''o""= ^ tg''(45«-iy)|z-J + ^ + etc.j 
cotg^CiS»— i9,)jz + ^ +'^ + etc.j 



COS'»^ 
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wo z und C,. C,, etc. dieselben Ausdrücke haben wie vorher, aber 

ist. Die ersten Glieder dieser Ausdrücke werden der Gleichung (25) 
analog. 

Es ist nun auch 

und 

7 = iTq^(H2/?cos/"+/S«) 
also 

>^«""' = ;^n^/" (H 2/? cos/"+/S^- d/- 
Setzt man hier 

1+2/? cos/'+zS« = (1 + /?)*c-? 

so durchläuft v das Intervall von 

V = 0, bis 1/ = ;? = r2/ilogJ±^ 
während /* das Intervall von /*= bis /* = tt durchläuft. Man bekommt 
daher auf dieselbe Art wie oben 

Wendet man bei der Integration dieses Ausdrucks dieselben Schlosse 
an wie oben, so werden die ersten Glieder 

und die Vergleichung dieses Ausdrucks mit (25*) giebt 
c = 

und man bekommt schliesslich 

^r^=2F=^tg^^^^^^^ 

wo fc* = 1 — 15^ + ie^rJJ^^ + etc. 

ist. Es ist zu bemerken, dass dieser Ausdruck aus dem obigen für po- 
sitive Werthe hervorgeht , wenn man darin A in /i und cos y in sec y 
verwandelt. 
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§11. 

Entwickelung der Siuusse und Cosinusse der Vielfaehen der wahren 
Anomalie in Reihen , die nach den Sinussen und Cosinussen der Viel- 
fachen der excentrischen Anomalie fortschreiten, und umgekehrt. 

18. 

Ehe ich zu diesen EntwickeluDgen ins Besondere übergehe, werde 
ich einige Sätze ableiten, die für solche im Allgemeinen gelten. 

Seien f und € ii^end zwei Bögen oder Winkel , zwischen welchen 
eine solche Relation statt findet, dass die DiflFerenz f — e eine periodische 
Function von f oder e ist , die in eine convergirende , unendliche , nach 
den Sinussen und Cosinussen der Vielfachen von f oder e fortschreitende 
Reihe entwickelt werden kann. Ich nehme überdies an , dass diese Re- 
lation reel , d. h. frei von imaginären Grössen sei. Nennt man die zu f 
und € gehörigen imaginären Exponentialfunctionen bez. x und y, nemlich 

wo c die Grundzahl der natürlichen Logarithmen ist, so kann man ver- 
möge der angenommenen Relation zwischen f und € setzen 

(ly^^+s^^y (26) 

(V)'- == ^-.+« 4* X* (26*) 

WO h und k ganze Zählen, /i und i aber beliebige sind. Die erste dieser 
Gleichungen giebt durch Multiplication mit y^, und wenn man fi+h = i 
macht, 

af = ^+2 l(f^ y' (27) 

und eben so giebt die zweite, wenn man i-f fc = ^ macht 

y' = -S'±SS!:V (28) 

In diesen beiden Gleichungen sind i und /ti beliebige Zahlen , die aber 
dergestalt von einer abhängig sind, dass die DiflFerenz i — fi stets eine 
ganze' Zahl ist. 

Sei jRJ!^a der Werth den R^^ annimmt , wenn man darin — /^\ 
statt v^H? schreibt, dann geht durch diese Substitution die Gleichung 
(26) in folgende über 

(f )-" = ^±: ÄÄ r* 

Substituirt man nun die Werthe 

a/* = cos ^/* + /^ - sin ^/ 
y* 1= cos ie + y/"^ , Slüie 
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in (26) und in die vorstehende Gleichung, und addirt und subtrahirt 
hierauf diese Gleichungen, so ergiebt sich 

cos^(/-.) =+(<> + «r) +^(«Jit + ^Ä+ C + Ä^^O cose 

+i(Ä;ä,+ fiÄ+ <«+ ä;^^) cos2*+etc. 

+i(fiS.-fiÄ-Ci+ fiS) /=T. sin. 

+ i(ÄS.-ÄÄ-C.+ äS)/=T. sin2.+ etc. 

/=T. sin/i(^-.) =i(i?r-Är')+i(fi:a.-ÄÄ + Ci-^ä) cos« 

+i(ÄS. + ^Ä- <-.-<-.) /=T. sin* 

+ i(C«+ ^i+^-^C^^i^^^r^■ sin2e+etc. 
Da angenommen wurde, dass die Relation zwischen fxind e reel ist, so 
folgt aus den vorstehenden Ausdrücken, dass nothwendig 

sein muss, wo il^^+yk und B^j^ reelle Grössen sind. Es ist an sich klar, 
dass die Form der SCoefficienten die nemliche sein muss. . 

Subslituirt man die Ausdrücke (29) in die für cos/i(/* — e) und 
^—Ji sin /ii{f — «), so bekommt man 
cosfi(f-e) =A^' + [a'S-i + A^,\ cos. + jilS, + aI^tI cos2f + etc. 

_jB;ä,_Ä;:i,j sin.- jß;::^-ß;::i,jsin2.-etc. 

sin^(/-— .) = <+ jßSi + *)^i!cos. + [5^2 + B':^^] cos26+'etc. 

+ j^)rii--A)rli j sin« + {4+2 — ^)r-2J sin 2« + etc. 
Durch Multiplication mit cos^« und sin^«, und durch Addition und Sub- 
traction ergeben sich hieraus die Ausdrücke von cos /i/* und sin fif, und 
ähnliche Ausdrücke bekommt man für cos ie und sin ie durch die Cosi- 
nusse und Sinusse von fif. 

Wenn die zwischen /' und € statt findende Relation so beschaffen 
ist, dass in der Reihe für f — e nur die Sinusse der Vielfachen von /"oder 
€ vorkommen, dann muss nothwendig 



sein, und es wird daher 






Digitized by 



Google 



Entwickelüng des Products eine» Potenz des Radius Vectors d.s. w. 213 

Die obigen Ausdrücke gehen in diesem Falle über in 

cos fi{f-e) = bP+ (fiS-. + äJÜ.) cos« + jfiii, + i?Ji,j cos 2«+ etc. 

sin /*(/•— f) = ji?;2-i — -RiCi-i j sin e + jß^-j— Äji,j sin 2e+ elc. 

und ebenso bekommt man 

cos i{e—f) = Sj^ + js2-i + ^^«j cos/'+ \^X' + Sjl^j cos 2/-+ etc. 
sini{e-f)= JS^., — S;i.,j sin/"+jS;i2— S;2-,j sin2/-+etc. 

Wenn /i und t ganze Zahlen sind, so bekommt man hieraus 

cosfif= Bl^' + j< + ÄÜij cose + \Rt' + R^ cos 2* + etc. 

sin/*/"= [RT'-It\\ sine + jüf — filü^ sin 2e + etc. 

cos w = So^ + JS';^ + s!Ü,j cos/* + jSj^ + S%\ cos 2/"+ etc. 

sin w = j Si'^ - S!l\ j sin /• + j S^'^ — Sl!!, j sin 2/" + etc. 

19. 
Multiplicirt man die beiden Gleichungen 

{^y = :^±ZR^.f 

Seile für Seite mit einander, so wird im Product die linke Seite gleich 
Eins, und die rechte Seite giebt folgende Bedingungsgleichungen 
i = R^ R^ + Rf^i Rf^i + Rf^2 Rf*+2 + etc. 

+Är-.fii^uc»Ä:^Uetc. 

= RT C + äS. C + <« «S + etc. 

= etc. 
Substituirt man die Ausdrücke (29) in die erste dieser, so ergiebt sich 

+ {BTy+{B':xy+(Bz.y+^^c. 
+ (e.y + KO' + etc. 

welche zu erkennen giebt, dass jeder der A und B CoefBcienten kleiner 
als Eins ist, wenn nicht alle bis auf Einen gleich Null sind, in welchem 
Falle dieser gleich Eins wird. Es zeigt sich femer, dass in dem Falle, 
wo alle BCoefficienten gleich Null sind, die genannte Eigenschaft sich 

Abbudl. d. K. S. Ges. d. WisMOSch. IV. 1 6 
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unmittelbar auf die ÜCoefficienten bezieht. Durch die Substitution der 
Ausdrücke (29) in die zweite vorstehende Gleichung zerfällt diese in 
zwei, wovon die folgende die eine ist, 

= A^ A^x + Af^x A^ + A^jt A^\ + etc. 
+ A^x Af^i + A^i Af^i + ^A*-^ ^/*-4 + etc. 
+ Bf^ B^i + B^i B^ + B^, B^i + etc. 

+ />^»_i i>^8 + iSf^i iSf^^-^ + I>^-« />^*-4 + etc. 



Diese Gleichung zeigt, dass in keiner Entwickelung der Gattung, die 
wir hier untersuchen, lauter positive, oder lauter negative GoeflScienten 
vorkommen können, sondern dass stets positive und negative GoeflScien- 
ten vorhanden sein müssen, den Fall ausgenommen, wo alle GoeflScien- 
ten bis auf Einen derselben verschwinden. 

20. 
Multiplicirt man die Gleichung (26) mit y^de und integrirt sie von 
— n bis +7r, so wird, weil h eine ganze Zahl ist, 

aber die Gleichung y = c*^^^^ giebt dy = y/—\.d€, also 
and eben so giebt die Gleichung (26*) 

welche Geltung haben, wie auch die Zahlen fi und % beschaflFen sind. 
Seien jetzt fi und % ganze Zahlen, und 

dann gehen die vorstehenden Gleichungen in folgende tlber 

Sj^ = j-l= / ,_ «'ar'-» dx 
und durch die partielle Integration geht die zweite dieser über in 
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Vergleicht man diese mit der ersten, so erhält man die Relation 

/i o^ = t JnLi 
in welcher aber fi und i gleich Null eine Ausnahme bilden« 

Wenn man also für alle Werthe von /i die R CoeflScienten berech- 
net hat, so bekommt man durch diese Relation , mit Vorbehalt der an- 
geführten Ausnahme, alle S Coefl5cienten, d. h. die Coefficienten der ent- 
gegengesetzten Entwickelung, und umgekehrt. 

21. 

Von nun au soll f die wahre und € die excentrische Anomalie , so 
wie X und y bez. die diesen Anomalien zugehörigen imaginären Expo- 
nentialfunctionen bedeuten ; es haben bekanntlich diese beiden Winkel 
die Relation zu einander, die oben allgemein zwischen fnnd s voraus- 
gesetzt wurde. Aus der bekannten Relation zwischen f und e zieht man 
leicht 

^ = y^ (30) 

WO, wie vorher, ß=ztg4^<p ist. Für irgend einen Werth des Exponen- 
ten ju ist also 

Da nun 

(1_^)-M=i+fL^ + Ai^^.y^ + ^^^^j,» + etc. 

SO ergiebt sich, wena man 

af'^sUty' . (31) 

setzt, 

<> = 1 -.f> + ^i^/g« - ''■^!^' ^ ± etc. 

ä;X,= ^/g-^^/g'+ ^-'fr;,t+V + etc. 

^H-» 4.« (^ 4*.J.8 ^^+ 4*. 2». 3. 4 F+eiC. 

etc. 

etc. 

Der imaginäre Theil, den im Allgemeinen die jR Coefficienten zufolge des 

Vorhergeheaden haben, ist in diesem Falle gleich Null, und es ist daher 

16* 
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jeder itCoefficient kleiner wie Eins, ausgenommen für /i = 0, wo sie 
alle ausser Rq ^ gleich Null werden, und Ä^ ^ = 1 ist. Dein zweiten Satze 
des Art. 19 gemäss sind hier negative und positive jRCoefficienten vor- 
handen. 

22. 

Wenn /i keine ganze Zahl ist, so besteht jeder ÄCoefBcient aus 
einer unendlichen Zahl von Gliedern und die Anzahl dieser Coefficienten 
ist zu beiden Seiten von R^ ausgehend unendUch gross. Wenn hinge- 
gen fi eine ganze Zahl ist, so zeigen die Ausdrücke des vor. Art., dass 
alle itCoeflScienten aus einer endUchen Anzahl von Gliedern bestehen, 
und dass die Anzahl dieser Coefficienten zur einen Seite von i^^ aus- 
gehend endlich ist. 

Sei /i eine ganze und positive Zahl , da die Fälle , wo fi ganz und 
negativ ist, hieraus von selbst folgen , dann zeigen die Ausdrücke der 
jRCoefficienten des vor. Art., dass die R^ bei R^^ abbrechen so, dass 
in keinem derselben der untere Index negativ werden kann.- Die zu 
Ende des Art. 18 aufgestellten allgemeinen Reihen werden daher in un- 
serm Falle 

cos fif=Rl^^ + R^^ cos € + ät^ cos 2« + R^^ cos 3« + etc.. 

sin fif = Rf^ sin e + Rf sin 2« + jR^"*^ sm 3f + etc. 

woraus hervorgeht, dass die Entwicklung von sin/i/* dieselben Coeffi- 
cienten hat wie die von cos /u/*. 

23. 
Löst man die Gleichung (30) in Bezug auf y auf, so kommt 



Dieselbe Gleichung geht aus (30) hervor, wenn man darin x und y mit 
einander vertauscht, und — ß statt ß schreibt. Setzt man daher 

so wird 

(32) SJj* = (-1)*i?Ji. • 

es mag h positiv oder negativ sein. Die Gleichungen des Art. 1 8 geben 

demzufolge 

cos ne = ± Ä^'*^ + RT cos f ± fiir' cos 2/" + Rf cos Zf + etc. 
sin ^ = + R^^ sin f + Rf cos 2/" + ^t sin 3/* + etc. 
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wo die oberen Zeichen für ein grades, und die unteren für ein ungrades 
fi gelten. 

Also auch in den Entwickelungen von cos/i« und smfie sind die 
CoefBcienten dieselben wie in den Entwickelungen von cos fif und 
sin fif, nur haben sie abwechselnd das entgegengesetzte Zeichen. 







24 






. Aus der 


Gleichung (32) folgt 








«?-( 


ly-Bj^ 


da 


aber hier 


augenscheinlich 








itr= 


:Är' 


ist 


, so giebl ( 


ier Satz des Art. 20, 








ikr = 


f^^: 



in unserm Falle, wird also 

< = (_1)^'I.il[''> (33) 

Diese Gleichung ist eine ^pecielle Relation zwischen denÜCoefficienten, 
und ist von grossem Nutzen, wenn man für fi = i, /^ = 2, fi = 3, etc. 
diese Coefl5cienten zu berechnen hat. Denn nachdem man durch irgend 
eiüs der weiter unten anzugebenden Verfahren diese für die Fälle be- 
rechnet hat, wo der untere Index dem oberen gleich, oder grösser ist, 
so giebt die obige, einfache Gleichung alle Coefficienten, in welchen der 
untere Index kleiner ist, wie der obere. Hievon ist jedoch , wie schon 
oben angemerkt, würde , der Werlh /i = ausgeschlossen , weil die 
Gleichung für diesen Fair nicht gilt. 

25. 
Um andere Gleichungen zwischen den R CoefBcienten zu erhalten, 
bemerke ich zuerst, dass man durch Hülfe der Gleichung 

unmittelbar eine Gleichung zwischen vier R Coefl5cienten ableiten könnte, 
die ich jedoch weglasse, weil sich zweckmässigere finden lassen. Das 
Differential der vorstehenden Gleichung giebt 

und die Gleichung selbst 
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hieraus folgen die beiden Gleichungen 






Substituirt man hiena die Gleichungen 

I.CO 



af^ = 2R;^y^, L^=:Sikt'y^-^ 



SO bekommt man 

(34) 






die den Uebergang von den ÜCoefücienten der Potenz fi zu denen der 
Potenz /i+1 zeigen, von welchen jedoch nur die zweite stets diese aus 
jenen mit der erforderlichen Sicherheit giebt. 

Wenn man die ÄCoefficienten für die Werthe /i=1, /i=% /^=^, 
etc. zu berechnen hat, so kann man auf folgende Art mit Leichtigkeit 
und Sicherheit verfahren. Die Gleichung (30) giebt, wenn man den Nen- 
ner derselben in eine unendliche Reihe auflöst, 

^ = (y— /?)(U/yy+/S'!^'+/s'y'+ etc.) 

Hieraus, so wie aus den allgemeinen Ausdrucken des Art. 21 für die 
jRCoefticienten folgen, 

b!^^ = -ß; Bi*^ = 1-^; R['' = ß{i-^; R^' = ^{i-f); €tc. 

die zur Berechnung der Coefficienten fur ^=1 dienen. Nachdem man 
diese berechnet hat, bediene man sich der zweiten Gleichung (34) zur 
Berechnung derjenigen Coefficienten füf /i:=2, ^ = 3, etc., in welchen 
der untere Index nicht kleiner ist wie der obere, und der Gleichung (33) 
für die übrigen, mit Ausnahme von t=0, für welche diese nicht gilt. 
Setzt man aber i = — \ in die zweite (34), so wird wegen RÜi = 0, 

(35) <' = -/?<"" 

und diese dient endlich zur Berechnung der Bq . 
Da 

ist, so führt die Entwickelung von ar'* auf dieselben Coefficienten wie 
die von a&^, nur enthält jene blos die negativen Potenzen von y. Mit 
andern Worten aus 

a^=iiir'+<y+Ärv+etc. 
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erhält man sogleich 

ar-'' = iJo^> + <-i + Är^ + etc. 
und ebenso verhält es sich mit der entgegengesetzten Entwickelung. 

26. 

Wenn man nur für einzelne Werthe von fi oder für andere wie 
ganze Werthe die ÄCoefficienten zu berechnen hat, oder- wenn man die 
nach den Regeln des vor. Art. ausgeführte Rechnung einer Controlle 
unterwerfen will, so kann man sich des folgenden Verfahrens bedienen, 
welches auf ähnliche Art wie im vor. § die Verhältnisse dieser Coeffi- 
cienten durch Kettenbrüche giebt. 

Setzt man i+ 1 statt i in die erste Gleichung (34), und eliminirt dann 

zwischen dieser und der zweiten (34) den Coefficienten Rij^x » so kommt 

/?iBl^^-[t>1-^+(t + 1+^)/J^Ä2, + /?(i>2^ (36) 

welches eine Gleichung zwischen je drei auf einander folgenden , einem 

und demselben Werthe von ^ zugehörigen jR Coefficienten ist. . 

Sei nun für positive Werthe von % 



Vi = Firi 

• ~ i+{i+^f*)^ ~ 2(»+2a* siu'iy) '**"*' 

dann geht die Gleichung (36), nachdem darin yt+i statt i gesetzt wor- 
den ist, tiber in 

= 1 — y,- + yi yi+i A,+i (37) 

und es entstehen, gleichwie im vor. §, die Kettenbrüche 

• n-i = r=ir y^-« — riÄTi 

4^^i_ T =Är etc. 

4 — etc. 4 —h^i 

4— etc. 

wovon stets der folgende aus dem vorhergehenden durch Hinzufügung 
Eines Gliedes entsteht. 

Hat man hieraus die y,- und daraus wieder durch die Gleichung 

pi = Firi 
die pi berechnet, so wird schliesslich 

R!^i= K p^p^p^-*Pi 
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Um die Grenze zu finden, nach welcher die y, hinstreben, verfahre 
ich wieder wie oben. Es wird 

Aoo = l-sin^qp 

= 4 — 4y^ + sinV .y^ 
woraus 

y^ = sec^iijp 
hervorgeht. Es hat also y hier denselben Grenzwerth wie oben bei der 
Entwickelung der positiven Potenzen des Radius Vectors. 

27. 
Um die Verhältnisse der ÄCoefBcienten, in welchen der untere In- 
dex kleiner ist wie der obere, durch Kettenbrüche auszudrücken, be- 
merke ich, dass aus den Ausdrücken dieser Coefffcienten im Art. 21 
hervorgeht, dass man diese aus jenen erhält, wenn man in den Aus- 
drücken der letzteren — ^ statt ii schreibt Man braucht daher nur die- 
selbe Veränderung mit den Ausdrücken des vor. Art. Vorzunehmen, um 
die verlangten Kettenbrüche t\\. erhalten. Sei zur Unterscheidung 

V^ —n. 



^/*-»+l 



IL n ft — t SJDi 

Ki \xi ,._^_2/^ Sin «iy ' 3 

dann wird die Relation (36) 

= 1— f, + fe^if,f^i 
und man zieht daraus 



1— etc. 



etc. 



?, = — G,f, 

A*-. = ^/* ?1?2---?. 

Der vorstehende Ausdruck für fe,- zeigt , dass wenn ^ eine ganze 

Zahl ist, 

fe^ = und fc^i = 
ist, und daher 

f^i = ^ und ?^ = 1 
werden. Der Kettenbruch bricht also in diesem Falle bei fc^».i ab , und 
es wird 
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Der Ausdruck für G, zeigt, dass 

ist, und es wird daher 

wie oben auf andere Art bewiesen wurde. 



fi!!i = Ä!::> = etc. = o 



28. 
Die Anwendung der allgemeinen Formeln des Art. 6 auf den vor- 
liegenden Fall verlangt, um einfache Ausdrücke zu erhalten, eine beson- 
dere Zerlegung. Im vorvor. Art. wurde gezeigt, dass die Grenze der 
yi für wachsende t, sec^4^ ist. Ich setze nun 

wo also für wachsende i das Product A,- q^ nach der Grenze Eins hin- 
strebt. Substituirt man diesen Werth von y,, so wie den Ausdruck (38) 
für ki in (37), so entsteht 

Den eingeführten Factor ä, werde ich nun benutzen, um den zusammen- 
gesetzten Nenner des letzten Gliedes dieser Gleichung fortzuschaffen. 
Zu diesem Ende brauchte ich nur ä, der Grösse i + (i+2^)/S^ gleich zu 
setzen, allein wenn ich diesem Ausdruck noch im Nenner die Grösse 
i(<+/y^) hinzufüge, so wird bewirkt, dass für wachsende i der Factor 
Ä,-nach der Grenze Eins hinstrebt, und dass nun folglich auch 5, die- 
selbe Eigenschaft besitzen muss, weil sonst das Product A,g, sie nicht 
besitzen kann. Sei also 

dann geht die obige Gleichung in folgende über 

Vergleicht man diese mit der Gleichung (A) des Art. 6, so findet man 

«. — -7— F. "t- — <(<+,) F 
und hiemit geben die Endfonneln des genannten Artikels 

^ ~" «+«) (•■+«) '^ ' *'•■"" (<+8)(<+*) P^ 

etc. etc. 
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^« • • 4— a, 



^-Yl 



4 — etc. 

Wenn fi ganz und positiv ist, können die /?,, rf„ etc. nie Null wer- 
den, aber von den Grössen a„ yj, etc. wird stets die ^"^ gleich Null, und 
der Kettenbruch besteht daher aus 2(/i— 1) Gliedern. 



29. 
Den analogen Kettenbruch für die R^ bekommen wir wieder 
durch die Substitution von —fi statt /i in die Formel des vor. Art. Es 
wird also hier 

^•— (•+2)(,-+8j /^' ^•— (i+aK.+i) ^^ 
etc. etc. 

^' • • 4-a. 



\-ßi 



4— etc. 

Unter der oben angeführten Bedingung werden hier die Grössen 
«1, y„ etc. nie Null werden, hingegen von den /?,, d;, etc. stets die Ott— t)** 
und die (/^— t+l)**. Der Kettenbruch ist daher endlich und besteht aus 
2(;i— t)q:i Gliedern. 

30. 
Für die Anwendung der eben entwickelten Formeln ist noch übrig zu 
zeigen, wie jR^ bequem berechnet werden kann. Man wird zwar immer 
den im Art. 21 gegebenen endlichen Ausdruck, nemlich 

< = 1 - ^v + '^^^ - ^••r.'-:-.^;.-> ± etc. 

anwenden können , aber wenn (i eine grosse Zahl , und dabei /? nicht 
klein ist, so wird die Anwendung desselben beschwerlich, weil die ein- 
zelnen Glieder sehr gross werden, und sich bei der Summirüng fast auf- 
heben, indem stets jR^ < 1 werden muss, wie oben gezeigt wurde. 
Die ÄCoeflicienten sind hypergeometrische Reihen derselben Gattung 
wie die, die uns im vor. § begegneten, nur hängen sie von andern Ele- 
menten ab wie jene. Aus den Ausdrücken des Art. 21 findet man 
leicht, dass 
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rM) 



R%={—^yB^^,ß^F{fi,—fi+i,i+i,^ 

und auch diese beiden Ausdrücke lassen sich in Einen zusammen zie- 
hen, wenn man — fi statt fi schreibt. Man kann nun die obigen Ver- 
wandelungsformeln auf diese Functionen anwenden, und ihnen dadurch 
eine Menge anderer Formen geben, wenn gleich es scheint, dass diese 
FFunctionen wegen der Beschaffenheit ihrer Elemente einer geringeren 
Anzahl von bequemen Verwandelungen fähig sind, wie jene. 

Ich werde hier nur eine Verwandelung anführen , und zwar die, 
wodurch das vierte Element ^ d. i. sin *fe in cos *ft übergeht. Zufolge 
der dazu dienenden Formel (21) wird nun ^war 

F{—fi, fi+i, i+i,f) = cF{—fi, ^+1,0, cos^fe) 
und diese Form ist nicht anwendbar, weil die ^Function rechter Hand un- 
endlich wird, aber vermöge der ersten Formel (1 5) bekommt man zuerst 
F{—fi, fi+i i+i,f) = cbs^feF(t+1+^, 1—^, i+i,^ 

und wenn man die Formel (21) auf die rechte Seite dieser Gleichung 
anwendet, so ergiebt sich 

F(— ^, fi+i, i+\,f) = c cos^feF(i+1+^, \—fi, 2, cos*fe) 
wo man nur noch die Constante c zu bestimmen hat, welches hier mög- 
lich ist, weil beide FFunctionen endliche Ausdrücke sind. Das mit der 
höchsten Potenz von ß oder sinfe in der Function linker Hand multipli- 
cirte Glied ist 

und das mit der. höchsten Potenz von cos k rechter Hand multiplicirte 
GUed 

= c(— 1)^^^+^^^'^+*+'""'^+^''"' cos^ 

V / 3.3.....^ 

Hieraus folgt 

und wenn man diesen Werth substituirt 

jRli. = (—1)^-1 ^sin«itcos*feF(t + 1+/i, i—fi, 2, cos^fc) 
welche für alle ganzen und positiven Werthe von fi und i gilt. 

Schreibt man — ^ statt fi, so wird 

F(ji. —/i+i, »+1, /S^) = c cos^k F{i+i—fi, 1+^, 2, cos^fc) ; 
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und wenn man diese Gleichung eben so behandelt; erhält man 

ä^i = (—1)^* ii sin* cos^it F(t+1— ^, 1 + ^, 2, cos«fe) 
die auch für alle ganzen und positiven Werthe von /i und i gilt, aber 
dabei die Erfüllung der Ungleichheit 

lJi—% > 
verlangt, weshalb der Werth von Rq davon ausgeschlossen ist. *) Für 
i = geben diese beidero Ausdrücke 

31 . 
Für die Fälle, in welchen die vorstehenden Formeln, sich nicht 
bequem anwenden lasseh , dient wieder die halbconvergirende Reihe, 
die ich jetzt auf ähüliche Weise wie die im vor. § ableiten , und bei 
welcher ich mich auf i?^ beschränken werde. Wenn man die Differen- 
tialgleichung (14) auf die F Function anwendet, wodurch i?^^ dargestellt 
wirdj so findet man, wenn man zur Abkürzung «ich erlaubt blos jR zu 
schreiben, weil hier daraus keine Verwechselung entstehen kann, 

deren erstes und letztes Glied man von der unabhängigen Veränder- 
lichen befreit , wenn man k durc|i die Gleichung /? = sin fc als solche 
einführt. Es wird somit 

^? J_ ^ ^ J_ i 2 D A 

dl^ "^ dk smk co8k + *^^ ^ — " 

deren Integral mit Uebergehung des zweiten Gliedes 



*) Ich führe beiläufig an, dass die Yergleichung der eben gefundep'en Ausdrücke 
von ÄJ^j. und ÄJ^j. mit den ursprünglichen auf merkwürdige Relationen führt , von 
welchen ich hier die folgenden anführen will. Die Binominalcoefficienten für jede ganze 
Potenz lassen sich wie folgt ausdrücken : 

4.2 ... • — ^—^ ^1* TTi "■ 4.2.2.3 +eic.| 

Femef ist für jeden ganzen und positiven Werth von (i,i und fi — i, 

" * 4. 1+4.+ 4.2.1+4.1+2 +®^- 

" ^ 4.1+4 + 4.2-.i+4.»+2 +®'^- 

U. 8. W. . 
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R = tt;c«'>* + tt;*c-*«>* (39) 

ist, wo w und «;* die willkührlichen Constanten, und i= ^/Zlf ist. 
Wendet man nun zur vollständigen Integration die im Art. 1 4 des vor. § 
erklärte Methode an , so bekommt man zur Bestimmung von w und w^ 
die folgenden Gleichungen 



**/* [Wc + 2 sinÄ cosk) dk* 

^^f^\dk ^% sink cosk) — dÄ* + 



dw 4 

dk sinfc cosfc 



dk sin Ar cos fc 

von welchen, wie a. a. Orte, nur der einen Genüge geleistet zu werden 
braucht. 

^ 32. 
Setzt man, um diese Gleichungen zu vereinfachen, 

so geht die erste derselben in folgende über 

und um dieser Genüge zu leisten, sei 

•«'=<^o + g + ^. + ^ + elc. 
Die Substitution dieses Ausdrucks giebt die allgemeine Gleichung 

mit Ausnahme von 

Dieser ist durch C^ = x Genüge geleistet, und die Substitution dieses 
Werthes in die rechte Seite der allgemeinen Gleichung giebt * 

welcher durch 

genügt wird. Setzt man diesen Werth in die rechte Seite der allgemei- 
nen Gleichung, so kommt 

dx^ ^2^ — 128^ + 4a8a;« 

welcher 



^2 Üi^ 642a:» 

genügt, u. s. w. Man erkennt schon hieraus die Form des allgemeinen 
Ausdrucks für C„ nemlich 
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wo die ganze und positive Zahl i von bis oo ausgedehnt werden muss, 



4*' = ^. 



und für alle übrigen Werthe von i 

ist. Setzt man diesen Wertb von C, in die obige allgemeine Gleichung, 
so bekommt man 

16(t--i)Ä = (2»-3)»-i^^ + (2t+1)(2t^3) A^, 
1 6 (»-3) ALty = (2i-7)» aLt + (2i-3) (2i-7) A^. 
etc. bis 

- < 6 (i-1 ) a!?^ = (2»-< )* A!i^^„ + (2i-5)(2i-1 ) AÜV») 

-46(i+1)A!2-i.„=(2i-1)(2»+3)AVi) 
woraus man nach und nach alle ACoefBcienten berechnen kann. Man 

kann diese Gleichungen in eine allgemeine zusammen ziehen, wenn 
man die ganze und positive Zahl i* einführt , die von bis t + 1 ausge- 
dehnt werden muss, es wird alsdann allgemein 

1 6(i-2t'+1 ) Ä.^= (2i-4t»+1)^4Lt+i + (2i-4i'+5)(2t--4i»+1 )Al4.+5 
Setzt man hierin für jedes ungrade i 

so wird 

a!1\ = 34'^ 

die als Controlle benutzt werden kann. Setzt man für jedes grade i nach 
einander 

t* = ii und i* = ^ 

so kommt wegen Ai =0, 

Ai+i) 5 .(0 -(i+l) 9 ^(0 

-A j — Je * ^ '^-^ " — — 16 "^^ 
deren man noch mehrere geben kann. 

33. 

Geben wir nun den beiden willkührlichen Constanten die imagi- 
näre Form Ac~'' und Ac*', wo t = Z^^, und multipUciren die Aus- 
drücke von tv und w^ damit, so wird 

«, = Ao-'(C„ + | + ^. + .^. + etc.) 
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Substitoirt man diese in (39) und geht zum Reellen über, so kommt 

Ä = 2A cos (2^ k—l)(C„ — ^. + g + etc.) (40) 

+ 2A sin (2^y^/)(f- - ^ + ^ + etc.) 

WO noch die beiden willkührlichen Constanten h und / zu bestimmen sind. 

Aus den Ausdrücken des vor. Art. habe ich die Werthe der ersten 
C CoeflBicienten wie folgt gefunden, 

^1 = Ti^ + 46^ 



ü 



(L — -^x' 4- -^X" 4. -i?^ 4- ^^^ 

^ 8492'*' ^849« ^ 8 492a? " 8 4980?» * 

p 8 675 Q 495 k __ 825 4725 

W 524 288* "*■ 65 536 65 536 a?» 524288a?^ 

p 59 585 ti 88 425 7« 2475 o, 7425 . 423 875 . 72765 

^5 8888 608^ ■*"83886Ü8^ * 4 048576 "'4 (HSlil6x'^ SBSSQQSx*'^ SS8S60SX* 

p 2 404 245 t3 556 395 o , 2 028 825 k 8 384 375 

^« 268 435 456 ^ "f" 33 554 432 "^ 268 435 466 ^ 268 435 456 o?* 

745 365 2 837 835 

33 554"432 x" T68 435 456 a;" 

57 97294 5 15 428 297 925 ^j 433749825 7 40444425 • 



^7 4 294 967 296 + 4 294 967 296^ + 4 294 967 296 "^4 



294 967296 



, 80 432 375 447443985 , 4 56 808 575 , 66 894 825 

"*■ 4294967296a? • 4294 967296a?" * 4294967296a?* "*" 4294 967 296a?*' 



etc. 



34. 



Die Bestimmung der beiden willkührlichen Constanten werde ich 
vermittelst des Ausdrucks von R d. i. Ä^^ durch bestimmte Integrale, 
jedoch auf eine andere Art wie im vor. §, ausführen. 

Setzt man i = fi — 1 , und ß = sink in die Gleichung (36), so wird 

^f* — 2^ siD i^ ^*^* T" 2^ sin k ^*-»-* 



oder 



wenn man 



^^f* — ^sinÄ sink v / 



^/* = i(^/H-l + ^A^l; 



(42) 



schreibt. Die Reihen des Art. 18 geben aber in Verbindung mit der 
Gleichung (32) 
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cos fi(f—e) = äIT' + 2F^ cosf+ etc. 
siau(f—e) = 2W^ smf+ etc. 

und man bekommt daher 

die, wenn sie in (41) substiluirt werdea, iJ^f^ durch bestimmte Integrale 
ausdrücken. Die Substitution, die im vor. § für die Ermittelung des dort 
angewandten bestimmten Integrals benutzt wurde, ist hier nicht an- 
wendbar, weil wenigstens für gewisse Werthe von fi und k die Coeffi- 
cienten von df in den obigen Integralen mehr wie Ein Maximum und 
Minimum haben. Man kann aber dagegen für den speciellen Werth 
fe = -^ die obigen Integrale und ihre ersten Differentialquotienten nach 
k durch einfache Ausdrücke erhalten, und diese werde ich zur Bestim- 
mung der beiden willkührlichen Constanten h und l anwenden. 

35. 

Seien wieder x und y bez. die zur wahren und excentrischen Ano- 
malie gehörigen imaginären Exponentialfunctionen , dann wird, weil 
ß =z sink gesetzt worden ist, die Gleichung zwischen \a? und y 

x{i — y sink) = y — sinfe (43) 

Setzt man ferner 

dann ist 6 die zum Unterschiede der wahren und excentrischen Ano- 
malie gehörige imaginäre Exponentialfunction, oder wenn man 

f € = (0 

macht, so ist 

wenn c die Grundzahl der natürlichen Logarithmen bezeichnet. Aus der 
Gleichung (43) ziehe ich durch die Elimination von y 

a^ sink — a?(ö — 1) — ö sinfc-= 
woraus 



2a? sinfe = ö — 1 + V 1 — 26 cos2fe+ö* 
folgt, welcher Ausdruck auch wie folgt geschrieben werden kann, 

2x sinfe = ö— 1 + /ö/^ö + -^ — 2cos2fe 



Digitized by 



Google 



Entvvickelüng des Products einer Potenz des Radius Vectors ü. s. w. 229 
Die VervvandeluDg von y^IZJ jn — yf^ giebt hieraus sogleich 

Mr^=i-^±rirö+i-2cos2* 

und hieraus erhält man durch Addition und Subtraction, und durch den 
Uebergang zum Reellen 



2 sinfc cosf= cosw-^1 + cos 4^«/ 2 cos cd — 2 cos2fe 



2 sin A smf= sin cd + sin 4^a>/2 cos a> — 2 cos 2A; 

Untersuchen wir den Gang, den diese Functionen annehmen, wah- 
rend f den ersten Halbkreis durchläuft. Wenn /*= ist, so ist auch 
(0 = 0, und die Substitution dieser Werthe in die vorstehenden Glei- 
chungen zeigt, dass der ersten derselben nur durch das obere , vor der 
Wurzelgrösse befindliche, Zeichen Genüge geleistet werden kann. Da 
nun jedenfalls in beiden Gleichungen zugleich das obere oder untere 
Zeichen angewandt werden muss, weil sonst nicht der Bedingung 
sit^f+cos^f= i Genüge geleistet wird, und w stets positiv ist, wäh- 
rend fuud 6 im ersten Halbkreise liegen, so muss von a} = 0, welchem 
f=0 entspricht, ausgehend in beiden Gleichungen das obere Zeichen 
angewandt, und hiemit fortgefahren werden, bis w sein Maximum = 2 k 
erreicht. Für dieses Maximum ist die Wurzelgrösse gleich Null, und 
würde imaginär werden, wenn man co grössere Werthe beilegen wollte; 
cos/* ist unterdess negativ geworden. Setzt man nun f= 180^ so ist 
wieder w = 0, und der ersten Gleichung kann nur durch das untere 
Zeichen Genüge geleistet werden. Hieraus folgt eben so wie vorher, 
dass man von w = 0, welchem f= 180^ = n entspricht, ausgehend 
bis CD = 2fe, welchem Gange von w rückwärts gehende Werthe von f 
entsprechen, in beiden Gleichungen das untere Zeichen anwenden muss. 
Um also fyon bis tt wachsen zu lassen, muss man zuerst. mit Anwen- 
dung der oberen Zeichen co von bis 2/^ zunehmen, und dann mit An- 
wendung der unteren Zeichen w von 2ft bis abnehmen lassen. Man 
sieht hieraus leicht, wie der Zeichenwechsel beschaffen ist, wenn f den 
zweiten Halbkreis durchlaufen müsste. 

Setzt man nun zur Abkürzung 



If = cosi(ö/2 cos CO — 2 cos2/p 

N =^ sin 4^0)^2 cos w — 2 cos 2A 
so wird 

Abhandl. d. K. S. Ges. d. Wissensch. IV. 17 
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/. cos öl —1 _L -* 



woraus 



sink 

. /•_^ sing» I N 

®'^/ — iünT XasinJk 

sm fdf= ^-jj^ da + j^ YliTk 

cos fdf= ä^iKfc d« ± äii rsn 

folgt. Substituirt man diese in die obigen Ausdrücke für V^ und W^, 
nimmt auf die Grenzen der Integrale, urid die eben erklärte Anwendung 
der doppelten Zeichen Rücksicht, so findet man • 

^/. = rafc/"^os^« coswdo) + j^Tii^/" cos/*» cos wdo) 
^/. = »;rkfcX"sin/ia,sineoda, + ,-^X sin^o, sintoA» 

A r^ dM ^ \ r^ ' dM j 

-l^J, si«/^«ä!^« +.-^^^7.. «^«'^«>d^*^ 
Aber die beiden Integrale der ersten Zeile eines jeden dieser beiden 
Ausdrücke heben sich augenscheinlich gegen einander auf, die der zwei- 
ten Zeile sind auch einander gleich, aber sie addiren sich. Es wird daher 

Die Differentiale von M und iV, welche hier vorkommen , werdea 
an der oberen Grenze der Integrale unendlich gross , und man darf da- 
her die vorstehenden Ausdrücke nicht anwenden, aber es ist leicht, 
ihnen eine andere Form zu geben, in welcher alle Elemente, aus wel- 
chen sie bestehen , endliche Werthe haben. Durch partielle Integration 
wird 

Jcosfico ^do) =^ N cos/iw + /ij iV sin/icocJcö 

/ sin^w ^d(o = M siiifKO — fij Mcosficodro 
aber an beiden Grenzen (o = und to = 2k der obigen Integrale ist 

iVcoS/uo) = 0, Msin^co = 
es folgt hieraus, dass 

in welchen kein Element unendlich gross wird. 
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36. 

Gehen wir zu den im vor. Art. angegebenen Ausdrücken für M und 
iV zurück, und setzen 

P = /1 — 2öcos2it + ö* 



so Qndet sich leicht, dass 

M = 4,{P + Q) . 

ist. Da nun der Modul der imaginären Grösse gleich Eins ist, und die 
Wurzelgrössen P und Q einen positiven Exponenten haben, so kann 
man diese in unendliche, nach den ganzen und positiven Potenzen von 
ö und bez. von ~ fortschreitende, unendliche Reihen entwickeha, die für 
jeden Werlh, den 6 annehmen kann , convergiren. . Rezeichnet man die 
CoefBcienten dieser Reihen, die Functionen von k und dem Index i sind, 
mit Ei, so wird 

p= 1 + £^ e +E^e' + E^e^ + Ej^e^ + etc. 

Q = i + E,^ + E,^. + E,^ + E,^ + eU^. 

woraus sofort 

M = i + E^cosco + E^ cos 2a) + E^ cos 3(ö + E^^ cos iw + etc. 

N = E^sinco + E^ sin 2(ö + E^ sin 3« + E^ sin io) + etc. 

folgt. Diese Reihen sind deshalb merkwürdig , weil sie fllr M und N 
stets reelle Werthe geben , während die Ausdrücke , aus denen sie ab-r 
geleitet sind, fUr gewisse Werthe von co imaginär werden. Die Reant- 
worlung der Frage, was sie für Werthe von M und iV geben, wenn darin 
Werthe von co substituirt werden, die das Maximum dieser Grösse über- 
steigen,. ist sehr leicht zu ünden. Setzt man 



fe = Y — fe\ 



(O = 7t (O 



und bezeichnet die daraus hervorgehenden Werthe von E„, M und N 
bez. mit El M^ und N\ so findet man 

diese Reihen geben also in dem genannten Falle bez. die Werthe von 



sin 4<ö /2 cos 2fe — 2 cos w und — cos ^(o /2 cos 2* — 2 coso) 

17* 
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Nach der Substitution der vorstehenden Reihen in die Ausdrücke 
(44) haben die Integrationen keine Schwierigkeiten mehr, man findet 
leicht 

-*^-*|;Ä7 sm2& + ^-^, sia4fc + ^ sm6fc + etc..j + ||^ 

-^1 ;:fesm2fc+ia,sio4Ä.+l^,sin6fc+etc.j + |S " 

bei welchen zu bemerken ist, dass die Glieder innerhalb der Klammern * 
die mit fi^ — fi^ dividirt sind, und also unendlich gross werden, wegge- 
lassen werden müssen, und die ausserhalb der Klammern befindlichen 
Zusatzglieder an ihre Stelle treten. 

Dieses gilt jedoch nur, wenn fi eine ganze Zahl ist; wenn dieses 
nicht der Fall ist, so fallen die von E^ abhängigen, ausserhalb der Klam- 
mem stehenden Zusatzglieder weg, und innerhalb der Klammem findet 
keine Ausnahme statt. Durch Hülfe der Gleichung (41) geben nun die 
vorstehenden Ausdrücke 

Äf==^!^jJ,__^cos4fc-4^cos6fc-4%cos8&-etc.! 

f* n siü*k {fi' /jir — 4 ftr — 9 f^r — 16 ) 

t A*+^ p sin < ftk / IN kEf* 

WO dieselbe Bemerkung gilt wie oben. 

Durch dieselbe Analyse kann man auch jR^^i und Ä^i ausdrücken; 
ich werde hier blos diesen Coeflicienten geben, weil jener in dieser 
Abhandlung nicht gebraucht wird. Die Gleichungen (42) geben • 

fi/*+i = Wß* — y,» 

substituirt man hierin die obigen Ausdrücke für W^ und V^, so bekommt 
man sogleich 

IC^'-^ ji + ,-1, cos 21 + 4, cos« + ,-|, cos 6* + «c.! 
+ '-^^1 ;^siDät + ^-|,sio« + ^sin6t + etc.j 
WO kein Glied eine Ausnahme bildet. 
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37. 
Um aus den vorstehenden Ausdrücken die Summenausdrücke für 
Ä^ und jj^ in dem speciellen Falle fe = ~ zu erhalten , müssen wir 
erst die Ausdrücke von En und -^ für denselben speciellen Fall kennen 
lernen. Diese kann man wie folgt erhalten. Sei' 



dann ist 

dw 

Wenn man nun a = cos2fe macht, so ist zufolge des Vorhergehenden 
t;; =.1 + jE, z + jE, z^ + £:, z» + etc. 

Setzt man femer 

;^= 1+ t/jZ+ 1^3^*+ 1/32? + etc. 

so giebt die obige Gleichung allgeqaein 

Setzt man hierauf fc= y, so wird a = 0, und ' 



kht? 

also durch die Entwickelung 

V,= 1 + 4-z»-^z*+ ,-H^z« + etc. 

Vergleicht man diese Reihen mit den obigen , so erkennt man sogleich, 
dass wenn x irgend eine ganze und positive Zahl ist, und 

1) n = 2f 

^fc — ^ «; 4.a.3...< • 2» ' da — ^ 
2) n = 2i+< 

^»H-1 — ^ ' ~sr — V— ir 4.2.8 ... i • F 

aber a = cos 2fe giebt 5^ = — 2 für fc = -^, also 

^ V ■; 4.J.8 .... I • 2^> 
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38. 
Es ißt nun leicht die Summenausdrücke von Ä^ und -^ für fe = ^ 
anzugeben. Setzt man fe = ^ in dem, im vorvor. Art. abgeleiteten Aozs- 
druck für äIT^ und 

dann wird 





sin 


\%fik sin «TT 




COfi 


^%flk COStTT ( — 1)* 




E, 


— £3 — etc. — 


woraus 




Ä^- T^« 


hervorgeht. Sei 
dann wird 




2)^-2»+1 



sin ifik = sin (in + yj = ( — 1 )• 
cos 2/ifc = cos (in + yj = ^ 



und der genannte Ausdruck füi* A^ giebt 

ntt+l — [—V — }-. + ^._4 — ^._^6 + ^.^86 + ®^-) 

welches jedoch eine schwach convergirende Reihe ist. Man kann aber 
den Fall, wo /n ungrade ist, auf den wo /n grade ist hinführen, und da- 
durch zugleich die Summe der vorstehenden Reihe geben. Setzt man 
2t statt t, und darauf ^ = 2i in die zweite Gleichung (34), so kommt 

(45) ÄS'' = Ä^^-^C.sin* 

Der Ausdruck für Ä^i des Art. 36 giebt aber, wenn man darin fi = 2t 

und * = "7 setzt, 

es wird also 



o(«t+!) d(20 



und wir bekommen zugleich für die obige Reihe folgenden Summen- 
ausdruck 

(46; Stn £„ = ^_,p, ^ 1^^ + _£. _ Ji_ + ^ + eu=.| 

WO 2t + 1 für /i gesetzt werden muss. 

DiflFerentiirt man die Gleichung (45), und verschiebt den Index um 
eine Einheil, so wird 
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dk dk ii+i dk 



M 



Der Ausdruck von i?^i des Art. 36 giebt durch die Differentiation 
= V '-^ \^ + ^ cos 2k. + ^ cos 4fe + elc 
2^' "" ° " ' 



dk 



f* 



+ i« 



+ /« 



+ i« 



n 

^2 Sin ifik 
it 

sin %fik 
n 

C08 %flk 

n 
sin %fAk 



E, 



2 Ei 



2£i 



Ei-f2 

4 El 



^ sin ^k + ^ sin 4fc + etc. 



^ sin 2ft + ^ sin 4fc + etc, 



cos a/ufc 



^ cos2& +^ cos 4fe + etc. 
^ cos 2ft + ^ cos 4ft + etc. 

dEx dEt 

^ sin 2ft + ^ sin 4ft + etc. 



Setzt man hierin ^ = 2t+ 1 und fe = —, so ergiebt sich 

d_^^^^jiuk_ 
dk — " 

und es wird also 



dk 






»(/*) 



Differentiirt man endlich den Ausdruck von R^ des Art. 36 nach k, und 
setzt nach der Differentiation ^ = 2f + 1 und fe = y, so bekommt man 
zuerst 

^^+i'^ _/ iV+l V fM --g' J^X 5E6_ j- . j _ .d^^ 

und dieser verwandelt sich vermöge der Gleichung (46) in 



w+i 



• d^jy-1 



womit die speciellen Summationen ausgeführt sind. Substituirt man die 



Werthe der £Coefficienten des vor. Art., so ergiebt sich für k = -^, 

dW d(2»+1) / Mi 4.8.5....2i— 4 4 

h^i =Ä2,+i =(— 1j 4.2.8.... • • IH^ 

^^"^ _ ^^ _ /_.VH-1 ^'3. 5... 2,-4 2H-4 



dA; 



dit 



4.2.3. 



39. 

Um die eben gefundenen Ausdrücke zur Bestimmung unserer beiden 
willkührlichen Constanten bequem anwenden zu können, ist erforderlich, 
dass sie in halb convergirende Reihen umgewandelt werden. Die einfachste 
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Art dahin zu gelaogen scheint mir die folgende zu sein. In Euler's bist, 
cal. diff. Cap. VL art. 1 59 ist folgende Gleichung bewiesen, 

logl + log2'+ ... + logn = 

iloggTT + (n+i)logn— n + ^ _ ^-A_. + _J_ ^ etc. 

wo A, B, C, etc. die Bemouillischen Zahlen sind, nemlich '. 

^ = T. B^Vo' C=^. D = i-^, etc. 
Nennt man nun wieder die Grundzahl der natürlichen Logarithmeo- c, 

und setzt 

/7(n) = 1.2.3 ... n 

^^ ^^ TT»:^ ~ 8T4V + O^» + ^^• 
so verwandelt man diese J?M/ersche Gleichung leicht in 



n{n) =:n"c-«/2n7r . c^- 
aber es ist 

4.3.5...2n~< n{%n) 

4.2.3 n 2"(i2(n))» 

also auch 

4.2.8... n — yfnn 
WO 

Löst man dieExponentialgrösse in eine unendliche Reihe auf, so findet man 



4.2.S.... n — r^'^- 



WO 



•'« Sn ^ 4J8n» ^^ 4024n* 82768n* 262U4n» ^ ^'^' 



Wendet njan nun diese Entwickelung auf die zu Ende des vor. Art. 
gegebenen Ausdrücke an, so wird 



Diese Ausdrücke nehmen eine nicht minder merkwtlrdige Form an, 
wenn man fi darin einfuhrt, und zwar in dem ersten und dritten durch 
die Gleichungen, 
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t = f , i* = ^', etc. 

und io dem zweiteo und vierten durch 
KT i ir% 



TPT ~ K7 • ^(<-i.)i ~ r? U ■*■ /*• + 4? + 8^* + 6 V + ^^^' ] 
etc. 
Es wird durch diese Substitution 

1) wenn ^ eine grade Zahl ist, 

■ 4/* T^ 3V* ^ <28^« 8048^** 8492^» ^ ^*^' 

2) wenn /l eine ungrade Zahl ist, 

WO 

B'l yl • < I < S 84 , 399 . 

^ ^ + 4/* + 3«/*« mP mST? ■*" 8492/*» + ^^' 

Diese letzteren Ausdrücke unterscheiden sich von den ersteren nur da- 
durch , dass die mit den ungraden Potenzen von /i behafteten GUeder 
das entgegengesetzte Zeichen haben. 



wo 



40. 

Setzt man nun & = -^ in die Gleichung (40), und erwägt, dass da- 
durch X = i wird, so entsteht 



wo 



Äj*^ = 2A8cos(f — /) + 2Ä2«sm(f — /) 

« = ^ + 2-5^-2-6^+^*^- 

2« = 4^-Tö^ + TöS? + ^^^- 
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Differentiirt man die Gleichung (40) nach ft, setzt nach der Differentiation 
k = ^, und erwägt dass daraus 



dx ä 

rk = — ^ 

folgt, so bekommt man 

^ = -.4/iA8sin(f — /) — 4|uAüRcos(^ — /) 

wo die Reihen dieselben sind wie in dem vorstehenden Ausdruck von 
Ä^ . Wenn nun /n eine grade Zahl ist, so wird 

sin (^ — l) = — (— i)^ sinf 

cos(f — /)= (_l)fcosf 

Substituirt man diese Werthe in die vorstehenden Ausdrücke , und setzt 
diese dann den bez. Ausdrücken des vor. Art. gleich, so erhält man 

T^ JSr = 2A cos/ . S — 2A sin/ . ÜR 
JT = 2A sin/ . 8 — 2A cosi . aW 



Hieraus geht hervor dass 

cos / = sin / 
ist, welcher durch 

Genüge geleistet wird. Substituirt man diesen Werth, so wird 

y (in ^ 

und wenn man die obigen Ausdrücke von K, 8 und ÜÄ substituirt, und 
die Division ausführt, 

2Ä=K^h + ^-,-e^. + elc.j 
Wenn /* eine ungrade Zahl ist, so wird 

sin (f _i) = {—\f^ cos/ 
cos(^ — /) = (— 1)^ sin/ 
und hieraus bekommt man auf dieselbe Art wie oben 
pi=Jir» = 2A sin/.8 + 2Äcos/.Ü« 

— L=jr> = 2Acos/.8 + 2A sin/. an 

y%fi7r 

also wieder sin / = cos /. Setzt man daher wieder / = -^ in diese 
Gleichungen, so geben sie 
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Ä-' = 2Ä {8 + m} 



Die Vergleichung dieser Gleichung mit der oben für h gefundenen zeigt, 
dass daraus derselbe Werth für h hervorgehen muss. Es wird also 
ohne Rucksicht auf die Form von ^ allgemein 

Rf = c cos(2^fe_45^ j a? _ ^ + ^. + etc.) 

+ c sin(2M-i3<>) j|- _ ^ + ^ + etc.j 
wo 

und die Werthe von Cj, C^, etc. des Art. 33 anzuwenden sind. 

Es wurde oben gezeigt, dass die endlichen Ausdrücke des Art. 30 
für ÄJT^ in den Fällen, wo bei grossem fi der Winkel k Mittel werthe 
zwischen seinen Grenzen und 90® einninmit, am wenigsten geeignet 
sind, auf bequeme Art den Werth von tt^^ zu geben. Der Ausdruck für 
X zeigt , dass grade in diesen Fällen bei übrigens gleichen Werthen von 
fi die vorstehende halbconvergirende Reihe am stärksten convergirt. Je 
mehr sich k einer seiner beiden Grenzen nähert, desto schwächer wird 
bei gleichen Werthen von ii die Convergenz derselben , aber grade in 
diesen Fällen wird der eine der Ausdrücke des Art. 30 zur Berechnung 
geeignet. Bei gleichen Werthen von k nimmt bei wachsendem fi jeden- 
falls die Convergenz der halbconvergirenden Reihe zu, und wenn daher 
bei kleinem oder grossem k die Zahl (i so gross ist, dass die Benutzung 
der beiden Ausdrücke des Art. 30 unbequem wird , so wird die halb- 
convergirende Reihe dienen können. Die Anzahl der oben numerisch 
entwickelten CCoeflScienten wird wohl in jedem Falle, wo es der vor- 
hergehenden Auseinandersetzung zufolge zweckmässig ist sich ihrer zu 
bedienen, hinreichend sein. Ich bemerke noch, dass diese Coefiicienten 
von iJL unabhängig sind, und dass sie daher in den Fällen, wo man den 
Coefficienten Ä^ zwar für mehrere Werthe von fi, aber einem und dem- 
selben Werthe der Excentricität oder k entsprechend, zu berechnen hat, 
dieselben bleiben, und nur ein Mal berechnet zu werden brauchen. 



41. 

Im Vorstehenden ist alles enthalten, welches zur bequemen Be- 
rechnung von jR^f ^ erforderlich ist , ich will indess noch einen merk- 
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würdigen Satz geben, welcher sieb aus einer der obigen Relationen 
leicht ableiten lässt. Schreiben wir jetzt, da verschiedene. Werthe* von 
k in Betracht gezogen werden sollen , R^ ^ statt R^\ setzen in den im 
Art. 36 entwickelten Ausdruck von R^ , fc* statt fe, und bezeichnen die 
daraus hervorgehenden Werthe der £Coefficienten durch E*, so wird 

% (E»sin2fe» + ^£','sm4feH^£,*sia6fc>+^£lsm8**+etc.| 



COS ^fik*^ 
w sin ' 



^'^Kf^-ii'-^) 



\IA "f^n sin**' ^ ■ ^ TT sin**' 

Setzt man nun 

so bekommt man die Gleichungen 

sin *fe* = cos 'Ä 

sin 2/ife* = — (— ly sinifik 

cos %fik^ = (— 1)^ cos ifik 

sin 4^fe* = — sin i/ik 

sin2ft* = sin2fe 

sin 4&* = — sin 4fc 

sin 6fe* = sin 6fc 

etc. 

cos 4fc* = cos 4fc 

cos 6fc* = — cos 6ft 

etc. 

wodurch der vorstehende Ausdruck in 
il('^T-*) = _(_iy.Ai^M_^cos4fe-4^cos6fc-4^cos8ik-etc.| 

-HrS^iß,sin2Ä+^£,sia4fe+^^.sin6Ä+^^>8Helc.| 

tibergeht. Vergleicht man diesen mit dem Ausdruck für R^^ des Art, 36, 
so kommt sogleich 

durch welche Relation die Werthe von R^^ für ein grosses k auf die Itir 



Digitized by 



Google 



Entwickelung des Products einer Potenz des Radius Yegtors u. s. w. 241 



ein kleines k zurück geführt werden. Es folgt hieraus, von selbst die 
entgegengesetzte Relation, 
grosses k hingeführt wird. 



entgegengesetzte Relation, wodurch i?/ für ein kleines k auf Ä^ für ein 



§111. 
Entwickelung der Functionen q" cos mf und ()" sin mf in Reihen, die 
nach den iCosiaussen und Sinussen djsr Vielfachen der excentrisohen 

Anomalie fortschreiten. 

Die Entwickelungen der beiden vor. §§ geben schon, wenn sie mit 
einander verbunden werden, die Auflösung dieser Aufgabe. Es war 

af = SRf y' 

Setzt man daher 

Q-ar = :^'W"''" y' 

so erhält man aus der Multiplication der beiden ersten Reihen mit ein- 
ander, 

wr = v^^^rT' + y;-'4"+'> + yi-'i?:"+*^ + etc. 

womit die Aufgabe gelöst ist. 

43. 
Man kann aber diese Aufgabe auch direct lösen, und bekommt da- 
durch, namenthch wenn n eine ganze und, positive Zahl, und m<ö ist, 
einfache Resultate, indem man auf lauter endliche Ausdrücke hingeführt 
wird. 

Die Gleichung 

p =: 1 — sin qp cos € 

giebt, wenn wir die zur wahren und -excentrischen Anomalie gehörigen, 
fmajginären Exponentialfunctionen wieder mit x und y bezeichnen , wo- 
durch wie oben • • • 

wird, 

Q'af = COS »-i9 y« (1 —ßy)'-" (i — ff'^" 
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Durch die Entwickelong der beiden Binomien ei^ebt sich 

^~v) "T" 7 + 4.8 y» 4.3.3 y« X ^^C- 

und hieraus 

jn,m 2^ ( n-m.n-i-m ^ , n*-i»* . 11-4 *m . n-f-m ^ j^ ii*-m* . (n-4 j'-m* . n-t-m . n-%-^ai 



etc. etc. 

W2r = -cos'"iy j^/? + "'-^:%^-^ <3«+ ''•-^••;r;y ^^-'^ Z?» + etc.| 

etc. etc. 

Diese Ausdrücke zeigen sogleich , dass unter den oben genannten 
Bedingungen nicht blos jeder WCoeflScient aus einer endlichen Anzahl 
von GUedern besteht, sondern auch die Anzahl dieser Coefficienten end- 
lich ist. Diese ist stets unabhängig von m und = 2n + 1 ; sie erstreckt 

sich 

von W**'"* bis W"»* 

Die Anzahl der Glieder, aus welchen jeder Coefficient besteht, ist 
höchstens = n — m + 1 , sie wächst im Allgemeinen mit der Differenz 
n — m. Die obigen Ausdrücke geben ferner zu erkennen, dass stets 

ist, welcher Satz auch schon eine nothwendige Folge davon ist, (>" cos mf 
und (>" sin m/* reelle Grössen sind. 

44. 

Man kann zwischen je drei auf einander folgenden WCoefficienten, 
die denselben Werthen von n und m zugehören, eine linearische Glei- 
chung finden. Die Gleichungen 

p = cos^iy(l+/S«— /?(y+i-)) 

x — ^^=^ 



(47) 
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geben durch die Differentiation 

dx ^—fi^ 

äy~ (^-ßy)* 
Hiemit wird zuerst 

die sich leicht in 

verwandeln lässt. Substituirt man hierin die Werthe 

so bekommt man sogleich 

{i+i^)ßW::i.7 — [i-m+{i+m)ßf^Wr+(i^^ (48) 

welche mit (36) übereinstimmt, wenn man n^O macht. 

Um von einem Exponenten zu andern überzugehen , lassen sich 
zwischen vier WCoefficienten zweckmässige Gleichungen finden. Die 
(47) geben, nachdem die erste durch die zweite dividirt, und der Quo- 
tient mit (>" af^ multiplicirt W9rden ist, 

woraus 

^„+,,«-1 ^ ^^^ ^^ ^^« _ 2^ ^^^ ^^ wr " + /S« cos «iy WZ7 (*9) 

folgt.*) Durch Hülfe. dieser Gleichung kann man aus dem einzigen 
Werthe (>®=1 alle diejenigen WCoefficienten Jür jeden positiven und 
ganzen Werth von n, und jeden ganzen Werth von m, welcher <n ist, 
berechnen, die man vorzugsweise in der Störungstheorie braucht, nem- 
lich die CoeflScienten von 

^x; QX'^; ^s?\ (>'; Q^sr^\ etc. 

Um dieses zu zeigen, will ich die Formeln für die ersten derselben an- 
führen. 



*) Durch Hülfe von (48) kann man hier einen beliebigen der ffCoeflicienten rech- 
tec Hand eliminiren , und dadurch eine Gleichung zwischen drei dieser CoefHcienten 
erhalten. 
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Die Gleichung (>"=1 giebt Wo"'"— 1 und alle übrigen WCoeffi- 
cienten sind für n = 0, m = gleich Null. Setzt man nym n = 0, 
OT = 0, und nach einander t = — 1, » = 0,» = 1,in (49), so erhält inan 

wir' = cos »i<p ; Wo*' ~* = — 2/? cos »i?» ; W,'' ~\ = ^ cos »^^ 

und hieraus wegen W"'" = Wl', 

- Wl,'=>cos*i9; W„''* = — 2/?cos»4^; W,''* = cos»i^ 

Setzt man ferner » =.'l,m = — 1, und nach einander » i= — 2, 
t = — 1 ,.etc.. bis t ^ 2, so entstehen 

wir* = cos 'i-^Wlr' 

Yfl.-^ = cos'iyWo''"* — 2/? cos »iy wir' 

Wo'"* = cos»i<pW''"' — 2/9 cos »i9) Wo'"' + /S* cos »i9>wlr* 

Wf""' = — 2/Scos »i^W,''"* + /S« cos'iyWj'"' 

W,*'-*= /?»cos»i9,W,''"* 

Setzt man n = 1 , tn = 1 , i := — 2, etc. so kommt 

Wl," = cos 2^9) WlV 
yvlX = cos »4^ Wo'' — 2/? cos *i^Wl,' 
Wo*'" = cos Hq>Wl'' — 2ß cos HipWo''' + /?' cos »i^Wl,* 
etc. 
Die übrigen .Coefficienten fürn = 2 bekommt man aus diesen durch die 
Gleichung W;'" = Wir" * ' . 

Setzt man n = 2, m = — 2 , t = — 3, etc. so geben die vorste- 
henden Coefficienten mit Zuziehung von (49) 

. wir" = cos »i^. wir* 
^wir'.= pos^iywir* — 2/?cos»i9wir*. 

wir* = cos»i9)W6'"* - 2/? cos «i?. wir* + /S« cos «i^Wl,"' 
W?-* = coS'iyW,*'"' — 2/? cos »4:^ Wo**"* + f cosH^wlr' 
Wf'"' = cos ^i(pW!'~' — 2ß cos'i9>W*'~* + /S«.cos »i^jpWo*''* " 
Wf= — 2/? cos »iy Wj' ~* + /S* cos »i«? W,*' "* 

W,''-'= '^ cos 'apWl"-' 
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Mit n = 2i m = 0, t n= — 3, etc. wird 

Wtr^ = cos ^icpWhr^ 

. * Wt^' = cos ^i?) W!:r' — 2/? cos ^i<pwtr^ 

' Wtr' = cos ^(pWy^ — %ß cos ^\q>wtr^ + ^ cos ^\(fWtr'' 

Wo'"* = cos 'i^ W,*'"' — 2/? cos ^\ipW^^^ + /?^ cos ^i^ Wl',"^ 

Wf""* = cos^iyW,"'"' — 2/9cos'i^W/'~' + ^ cos«fg)Wo'"* 

Wt""' = — 2/?cos»iy Wt "' + /S« cos 'i^Wf'"^ 

Wf"*= . /S^cos'i-yW/'"* 

u. s. w. 

Diese Art der Berechnung hat keine Unsicherheit im Gefolge, weil alle 
Multiplicatoren kleiner sind wie Eins, und keine Subtractionen vorkom- 
men, indem die W€oefficienten abwechselnd positiv und negativ sind. 
Man kann durch dieselben Gleichungen auch die Coeflicienten für die 
zwischenliegenden Werthe von m berechnen , wenn man ursprünglich 
ausser der Gleichung ()® = 1 auch 

() = —/? cos ^4^ . y-^ + (1+/?^ cos ^(f — /? cos «4^ . y 

zu Hülfe nimmt, welche 

. W/''= W^' = — /Jcos^i^; Wo*''=(1+/J*)cos^i9) 

giebt. Man kann diese Rechnung auch noch auf andere Art ausführen, 
denn auf ähnliche Weise, wie (49) gefunden wurde, findet man auch dass 

^.+1,^+1 ^ ^^^ ^^wt7 — 2/? cos ^\q> wr " + /s« cos Hy w;5.r 

ist; Für W,"'" ergeben sich aus den Ausdrücken des Art. 43 sofort die 
folgenden einfachen Ausdrücke 

W:i: = -?5=?^ Wr,; etc. 

die in dieser Rechhung auch mit Yortheil angewandt werden können. 
Es .lassen sich noch viele Gleichungen zwischen den WCoefficienten 
ableiten, die ich aber hier weglasse, weil die vorstehenden ihren Zweck 
sicher und leicht erfüllen. 



Abbaidl. d. K. 8. Ges. d. Wisseosch. IV. 18 
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45. 

Die WCoeflicienteii können auch auf ahnliche Weise wie die der 
vor. §§ durch KettenbrUche berechnet werden , und wenn man sie auf 
die im vor. Art. dargelegte Art berechnet, so ist es zur Controlle dien- 
lich, auch einige derselben auf die folgende Art zu berechnen. Setzt 
man m+i statt i in die Gleichung (48), so kommt 

Nimmt man i stets positiv, und setzt von i= 1 bis i = n — m, 

irr*» "• 



H^m+i-l 



. {n—fn+i ] ( n4-m~»4-4)/i?' p n+m-f^ sin y 

SO bekommt man 

Der Anfangswerth ist hier 

aber wenn die WCoefficienten vor T^C* schon unmerklich werden, so 
rechnet man am Zweckmässigsten für den höchsten Werth vort i , den 
man braucht, d. aus folgendem Kettenbruch 

^ (-{-tm sin'^y sec '^y 

^' — • • < + «. 



4 4- etc. 

wo 

^* — (1+2) (1+8) P' ^'— (H-s) (H-^) ' 

etc. etc. 



46. 
Für die übrigen Coefficienten setze man, von t= 1 bis i==n+ tu. 



n — t 






= ?i ; ?t = — ßi Ct 
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1 p n— nH-t siny 

'^' ^' <— 4— 2m 8in*i9> • " 2 

dann wird 

Der Anfangswerlh ist wieder f,+„ = \ , uad wo dieser nicht gebraucht 
wird, 



?.= 



t—2m sin *^y sec Vy 
• • 4 + a« 



4+ etc. 



WO 



^ (n-m)(ti+ffl+4) ^ (n— m+i+4) (n+m— i) ^» 

1 {n-mr-h) (n-|-m-[-2) ^ ^ (n-w+t+2) (n-fm— t— 4) 

y«— (H-2)(H-8) '^^ *~~ (**+3J(H-*) 

etc. etc. 



47. 
Es wird, um die vorhergehenden Rechnungen auszuführen, wieder 
nur W^'" gebraucht; ich werde aber, wie vorher, so auch hier etwas 
weiter gehen. Die Ausdrucke des Art. 43 zeigen sogleich, dass 

W::; = (- 1)«cos^i9) ^^-^?^^-;^^ -n^^m+^. i+l, ^) 

Wr = (- 1)«cos^'i(y *^±??y?±f^^ -i^-m+t, i+1, ^) 

und der daraus folgende Werth von W^' kann, wenn /? klein ist, oder 
allgemein wenn n — m klein ist, zur Berechnung angewandt werden. 
Dieser ist aber der a. a. 0. gegebene Ausdruck, nemlich 

Ich werde nun ß = sink setzen , und die von cos k abhängigen Aus- 
drücke suchen. Durch die Gleichung (Sil) bekommen wir sogleich 

F( — n — m, — n+m+i, i+1 , /J^) = cF{ — n — m, — n+m+i, — 2n, cos*Ä) 

Wenn m<in ist, so kann der Ausdruck rechter Hand nie unendUch wer- 
den, obgleich das dritte Elqment eine ganze negative Zahl ist, denn er 
bricht stets vor dem Gliede ab, welches die Null zum Nenner bekommen 

18* 
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würde. Bestimmt man nun die Constante c wie oben gezeigt worden 
ist, so wird 

H-^ ••+*••• • «— «» 
und hiemit erhalt man 

W:;: = (-l)'cos »''iy' ^;-"^^:'V ^(-n-m, -«+m+t, -2n, cos **) 

Um den Ausdruck der übrigen Coeffcienten zu erhalten , braucht man 
hierin nur — m statt m zu schreiben. Also 

beide Ausdrücke geben übereinstimmend 



48. 
Stellt mao W^'" durch eine Differentialgleichung dar, so erhalt man 



d** • sxnkcosk dk 

und aus dieser kann man auf die Art, welche in den vorhergehenden 
Paragraphen dargelegt worden ist, W^ "* durch eine halbconvergirende 
Reihe darstellen. Allein wenn nicht blos n, sondern auch m eine grosse 
Zahl ist, so wird diese Reihe nur sehr beschränkter, oder gar keiner 
Anwendung fähig sein, da die Potenzen von m im Zähler vorkommen. 
Ich werde indess ein Verfahren andeuten, durch welches man den Aus- 
druck von W^' von denselben oben entwickelten halbconvergirenden 
Reihen abhängig machen kann. Durch Hülfe der Relationen zwischen 
denjenigen FFunctionen, die Gauss Functiones coniiguae nennt, kann man 
zwischen beliebigen drei FFunctionen, deren Elemente um ganze Zah- 
len von einander verschieden sind, eine linearische Gleichung entwickeln, 
und da nun m hier eine ganze Zahl ist, so lässt sich eine Gleichung der 
folgenden Form ableiten, 

F{a, /?, y, ^) = AF{a+m, ß—m, y, ^) + fiF(a+f?i— 1 , ß—m—i , y, z) 

wo A und B im Allgemeinen rationale Brüche in Bezug auf 7? sind. Für 
W^' ist nun dem Vorhergehenden zufolge 

a = — n — m, ß = — n-^-m, y = i, z = sink 

also wird für diesen Fall die vorstehende Gleichung 
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F( — n — m, — n+m, 1, sin^fc) = 

AF{—n, — n, 1, sin^k) + BF(— n— 1, — n— 1, 1, sin^k) 

die erste der FFunctionen rechter Hand ist aber die, die im § I in eine 
halbconvergirende Reihe verwandelt Wurde, und die zweite F Function 
entspringt aus jener durch Verwandelung von n in n+ 1 . Auf dieselbe 
Art könnte man auch W« *" von 

F( — m, m, 1, sin^fc) undF( — m — 1, iw+1, 1, sin^fc) 

abhängig machen , wodurch man auf die halbconvergirende Reihe des 
§ II hingeführt würde. Ich muss mich indess hier begnügen, dieses 
Verfahren blos anzudeuten. 



§IV. 

Entwickelung der Cosinusse und Sinusse der Vielfachen der excen- 

trischen Anomalie in Reihen , die nach den Cosinussen und Sinussen 

der mittleren Anomalie fortschreiten, und umgekehrt. 

49. 
Sei s die excentrische und g die mittlere Anomalie, und bez. y und 
z die dazu gehörigen imaginären Exponentialfunctionen, nemlich 

wo wie früher c die Grundzahl der natürlichen Logarithmen bezeichnet. 
Die CoeflScienten der zu entwickelnden Reihen bezeichne ich mit P^^ 
und Ol \ so dass 

y^ = :s±ZPfz' 

z^ = S±Z qT y^ 

Nehmen wir nun an, dass h und i ganze Zahlen sind, so ist zufolge des im 
Art. 20 bewiesenen Satzes, und weil hier augenscheinlich Ol! ^ = O!^ ist, 

n — T^' 

wo aber der Werth A = eine Ausnahme macht. Es sind gleichfalls 
alle P und QCoefficienten kleiner wie Eins, mit Ausnahme des im Art. 1 9 
genannten Falles. 



Digitized by 



Google 



250 P. A. Hanskü, 

50. 
Der Ausdruck des vor. Art. für 2 giebt auf dieselbe Art wie der 
allgemeine Ausdruck zu Anfang des § II, 

aber aus der Relation zwischen der excentrischen und der mittleren 

Anomalie, nemlich aus 

jf = 6 — e sin « 
zieht man 

(51) z = yc''^^^^T) 

und hiemit geht das vorstehende Integral über in 

Sei nun überhaupt 
(53) c'^'-t) = ^:: /,'-> y- 

dann kann man sich durch die Entwickelung leicht überzeugen, dass 

Die Substitution des Ausdrucks (53) verwandelt den (50) in 
Da nun, wenn p eine ganze Zahl bedeutet, 



7 _„r=T f<iy = o 






(54) 
ausgenommen 

so giebt der vorstehende Ausdruck sogleich h — i — m = 0, und also 

(55) O!'^ = Jt'' 

2 

und hieraus ergiebt sich zufolge des vor. Art. 

(56) Pf = i- 4*-^ 
WO aber A = eine Ausnahme bildet. 
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Dieses Resultat ist in reeller Form schon von Jacobi in Grelle b 
Journal Bd. XV gßgeben, aber auf ganz a;adere Art bewiesen, und der 
Ausnahmefall nicht berücksichtigt. 



51. 
Um Po zu erhalten, wende ich die Gleichung 

an, die aus dem Ausdruck für 2^ des Art. 49 folgt. Die Gleichung (51) 
giebt durch die Differentiation 

f = ?-f(H^)rfy • (57) 

womit die vorstehende übergeht in 

Durch Anwendung des Satzes (54) findet man sogleich, dass dieses 
Integral im Allgemeinen gleich Null ist, die Fälle i = 0, i=i, i=i — 1 
ausgenommen. .In diesen wird 

fUr alle übrigen Werthe von i ist also 



52. 
Von den. hier mit Jx"* bezeichneten Functionen sind mehrere Tafeln 
vorhanden; ich habe eine in den »Absoluten Störungen etc.« gegeben. 
Die Gleichung (53) giebt übrigens leicht, wenn m stets als positive und 
ganze Zahl betrachtet wird, 
/("») ü"*^ |. ^' 1 ^* ^! u pfp \ 

•'^ 4.2..m|^ 4.m+4 + 4.2.111+4 .m+2 4 .J.8.m+4 .m+2.m+8 i ®^^*) 

welche Reihe für jeden Werlh von k und m convergirt. Die bequemste 
und sicherste Art der Berechnung einer Reihe dieser Functionen ist die, 
dass man eben so , wie in den vor. §§ gezeigt wurde , das Verhaltoiss 
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von /i *^ zu /i"*^ durch Hülfe eines Kettenbruches berechnet, und 
schh'esslich daraus und durch Jx die Functionen selbst. Es dient dazu 
der erste der beiden Kettenbrüche, die ich a. a. 0. gegeben habe, nach- 
dem darin i' i/ = gesetzt worden. *) Setzt man nemlich 

WO die Null der Grenzwerth der Glieder ist, so wird 

Am) ,(0) 

Jx =Jx PiPt "Pm 

Wenn l eine grosse Zahl ist, so kann man Jx ^ durch die halbcon- 
vergirende Reihe, die ich a. a. 0. entwickelt habiB, mit weit geringerer 
Mühe berechnen, wie aus der oben angeführten, die stets convergirt. 

Ich bemerke noch, dass diese /Functionen in die Kategorie der 
hypergeometrischen Reihen gehören , die in den vorigen §§ vorkamen. 
Man findet leicht 

WO p eine unendlich grosse Zahl ist. 



53. 
Man kann PI und Q\ ^ auch durch andere Functionen ausdrücken, 
die in die Klasse derjenigen gehören , wovon ich in den folgenden §§ 
einen ausschliesslichen Gebrauch machen werde, und die man früher 
nicht gekannt zu haben scheint. Die Differentialgleichung (57) lässt sich 
wie folgt schreiben, 

WO wie früher 

/? = tgiv 

ist. Substituirt man diese nebst (51) in die Gleichung 



*) Es lässt sich leicht zeigen, dass die a. a. 0. gegebenen Integrationsfac^ren als 
/Functionen definirt werden können, in welchen der obere Index keine ganze Zahl ist, 
wie er seiner ursprünglichen Bedeutung nach sein muss. 
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so entsteht 

WO 

fi =z'h cos '4^9 
ist. Der Coefficient von dy unter dem Integralzeichen lässt sich in fol- 
gende drei Facloren zerlegen, 

von welchen der dritte aus dem zweiten entsteht, wenn man darin 

7i in — fi, und y in y""* 
verwandelt. Es ist aber 
. H—ßy)cf^ = (1-/JJ,) \i + /.ßy + f^^-f + fjf + etcj 
= i~ßy ... 







+ 


^/3»y»-etc. 


Setzt man daher 








A,_-1 + f* 






Ä, _ 1 + /* 


4--^+^' 


• 




Ä, i"+^' 


A "* + "* 






"i .8+8.8 


etc. 






etc. ■ 


■^* a.8..fc-iV^ 


•f> 




ff '*'"' Aj-''^ 


^' a.8../-<V^+ jj 


etc. 






etc. 


so wird 


• 






{i—ßy)cf^ 1 + 


A/5V + 


A,^y^ + i,/J'y» + etc 



(l-^-V^'^l-Ä.I + Ä, ^ -B, ^ ±etc. 

und der eben angeführte Coefficient von dy unter dem Integralzeichen 
wird 

Zufolge des Satzes (54) bekommt man hieraus, sogleich 

1) wenaA — i positiv ist, 
F^^ = cos ^^{Aä^, /?*-•_ ^.,+1 Bj./J*-^^ + A,.,+,Ä,/J*-+* + etc.} 
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2) wenn t — h positiv ist, 
P^ = (-1)'-* cos'i9{B^,/S^*-5,_,+,^/S-*+*+B,_*+,^|S*-*+'+elc.} 

für i = h siad beide Ausdrücke gleichbedeutend, und die oben bei den 
PCoefBcienten gefundenen Ausnahmefalle sind hier in der allgemeiDen 
Form enthalten. Durch Hülfe der Gleichung 

0(A) h WO 

• = T '^^ 

bringt man die Q CoefBcienten auf dieselbe Form, wo aber t = einen 
Ausnahmefall bildet, in welchem der Werth von Qo « welcher aus (55) 
folgt, stets angewandt werden muss. 

Die Vergleichung der vorstehenden Ausdrüdke filr FÜ mit (56) giebl 
neue Ausdrücke für die /Functionen , die noch nirgends gegeben wor- 
den sind. 

Es lassen sich noch mehr analoge Formen aufstellen , die ich aber 
weglasse, weil sie minder einfach sind, wie die obige, und ihre Ablei- 
tung dem Inhalt der folgenden §§ leicht entnommen werden kann. 

54. 
Um eine Relation zwischen drei P oder Q Coefficienten abzuleiten, 
gebe ich von der identischen Gleichung 

% 
aus. Substituirt man hierin für y seinen Werth aus (57), so bekommt man 

d.z^ 1 a* he f^ he 2^ 

woraus vermittelst der Gleichungen 

die folgende / 

= heQ''\ — 2(Ä-^i-1) Oli + ÄcOl% 
sogleich hervorgeht. Durch Anwendung der Gleichung 

0(A) h WO 

bekommt man hieraus 

n he WO oA-f-rW«+l) he WH-2) 

welche jedoch für t = ihre Geltung verliert. 
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§v- 

Entwickelung der Cosinusse und Sinusse der Vielfachen der wahren 
Anomalien in Reihen^ die nach den Cosinussen und Sinussen der Viel- 
fachen der mittleren Anomalie fortschreiten, und umg^ekehrt. 

55. 
Diese Aufgabe lässt sich erstlich aus dem Inhalt der § II und IV 
lösen. Dort hatten wir nemlich, wenn wir wieder die zur wahren , ex- 
centrischen und mittleren Anomalie gehörigen, imaginären Exponential- 
functionen bez. mit x, y und z bezeichnen, 

Multiplicirt man diese beiden Reihen mit einander, so bekommt man 
wo 

Dieser CoeflScient besteht also aus einer unendlichen Reihe von Pro- 
ducten, deren jedes aus zwei Factoren besteht. Dieses ist in der That 
die Form , die alle vorhergehenden Entwickelungen haben , die ich in 
jedem § aus dem Product zweier Factoren abgeleitet habe. In fast allen 
vorhergehenden Fällen bestand jeder der beiden Factoren eines jeden 
Gliedes der CoeflScienten aus einem einzigen Gliede , und ich habe da- 
her den CoeflScienten selbst sogleich mit Einem Buchstaben bezeichnet. 
Nur in der, der vorstehenden analogeh , Entwickelung des Art. 42 und 
in der Entwickelung des vorletzten Art. des vor. § bestand jeder Factor 
aus mehr wie Einem Gliede, weshalb der CoeflScient zuletzt unter einer 
der obigen analogen Form dargestellt wurde. 

Die beiden Factoren eines jeden Gliedes der CoeflScienten können 
auf mannigfaltige Weise dargestellt und verändert werden , wie man im 
Vorhergehenden gesehen hat; es giebt aber ausser diesen eine neue 
Art , und zwar diejenige , wovon ich im vorletzten Art. des vor. § ein 
Beispiel gegeben habe, die ein neues Licht auf die Entwickelungen der 
Functionen des Radius Vectors und der Anomalien nach den Cosinussen 
und Sinussen der Vielfachen der mittleren Anomalien vnrft, indem sie 
diese Entwickelungen auf einen bisher noch nicht gekannten Grad von 
Einfachheit und Regelmässigkeit hinfUhrt. 
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Auch diese neue Form ist, während sie im Ganzen dieselbe bleibt, 
in ihren einzelnen Theilen vielfacher Abänderungen ftihig , von welchen 
ich im Folgenden nur die zunächst liegenden entwickeln werde. 



56. 
Sei wie oben 

und dem entgegengesetzt 

Da die Differenz zwischen der wahren und mittleren Anomalie eine 
solche periodische Function ist, wie im Art. \ 7 allgemein angenommen 
wurde, so finden hier die Sätze der Arlt. 1 9 und 20 statt. Es sind also 
alle C und DCoefficienten kleiner wie Eins, mit Ausnahme des doit 
bezeichneten Falles, in welchem sie gleich Eins werden. Da femer hier 
augenscheinlich 





(tr df und D'r;! d'; 


ist, so wird 






Dt-^dr' 


oder 


cT '^ i)i' 



57. 

Die DCoefficienten kann man erstlich ohne Integrationen finden. 
Es ist dem Vorhergehenden zufolge 

wo wieder /} = tg-}^ ist. Hieraus bekommt man 



i ^i v"*"»/ ^ » 11+/»* »+/» ' 



^ — ^ n+^<' 



Um die Entwickelung dieser Function auf eine regelmässige Form 
hinzufahren, bemerke ich dass 
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Substituirt man diese in dem Exponenten der vorstehenden Gleichung, 
so wird 

wo 

m = -^^j^ = 1 COS 9 

gesetzt ist. Die rechte Seite dieser Gleichung lässt sich in drei Factoren 
zerlegen, nemlich in 

wovon der dritte aus dem zweiten entsteht, wenn man darin — i statt i, 
— m statt m, und sr^ statt x schreibt. Es ist nun 

(H/*c)-c ^^= (1+/to)-*— (1+/to)— 'in/ftc + (1+/?x)-^^^/S«a!»4:etc. 

,_1_4^^ + i^^^_ld±^^^ + etc. 

— mßx + m '^ /J» «» — m i±i^ ^ <^ ±Q[ß. 

+ ^ ^^ — ^ «ii ^x» + etc. 

+ etc. 
Setzt man daher 

an, = y + m 

qi> <•<+<•<+» . <+<•<+» _, . ••+« ♦»• , •»• 

""'s — 4.3.» + i.a "* + ~r T + O 

etc. etc. 

9^ = ± + m 

^ = -rF + — '» + T 

n\ t.t--4.t-— a , t— 4 .f—a - •--a m» , m* 

•'^S 4.«. 3 "^ 4.2 ''* "r 4 2+2.3 

etc. etc. 

so wird 

(1+/ftr)-c »+-«»= 1 — aw^^ + 2W,/S*x' — 2W,/J»a!» + etc. 

(H./ft.^')'«'*+'^' = < + 9li| + 9^, I- + 91, 5- + etc. 
und hieraus folgt sogleich, wenn man ^ = t + ft setzt, 
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Dflt = (-1)*{9W*/5* — ^k+i% /**+* + aW*+,%/S*+* + etc.} 

Dtk = { 91* /?* - %+i an, ß^* + %+t mt /?»+* + etc.} 

wo k nie negativ genommen werden darf. Für k = gelten beide For- 
mein. Um die entsprechenden Ausdrücke fttr die entgegengesetzte Ent- 
wickelung zu erhalten, braucht man nur die vorstehenden der DCoeflS- 
cienten in die Gleichung 

zu substituiren, in welcher aber i = eine Ausnahme macht. 



58. 
Um andere Ausdrücke zu erhalten, bemerke ich dass 

D|f = ^_ f 2« a?-^» dx 

Macht man in dieser die Grösse unter dem Integralzeichen durch die 
Gleichungen 

zur Function von y und dy, so wird 

c 

wo 

n = i cos %(p 
ist. Hier sind 

die drei Factoren , von welchen der letzte in den zweiten übergeht, wenn 
man darin —fi statt /m, — w statt w, und y"^ statt y schreibt. Da nun 

- nßy + „df=i^y«_„ifzil^^y» + etc. 

+ ^/^y'--Fn^/S»y»±etc. 

— ä"*8/S«y»±etc. 
+ etc. 
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ist, so wird wenn man 

« 4.2.8 "*■ 4.2 ^""^ i 2 "T-g.s 

etc. etc. 

etc. etc. 

setzt, . 

i^—ßyy^' c-A' = i — P^ßx + P^/fa^—P^^n^ ± etc. 

(<-r*)"'^* '^"'^' = < + 0. 1 + 0, S + 0, S + etc. 

Der CoeflScient von dy unter dem Integralzeichen wird hiemit 

= 2o-{^iytr>^p-^{P^ßP- p^^, Q,^^ + p^, ö,^ + etc.} 

+ ^-jT'^-' {Oy/J'-Ov+.P./S^+.O^+^P, /?»+* + etc.} 

Hieraas folgt sogleich zufolge (54) 

1) wenn ^—i positiv ist, 

^!:'=(-ir0-/ä') {i'^./s---p^.H..o./r^*+p^,o./j^'^ +etc. i 

2) wenn i—(x positiv ist, 

Für ^ = t gelten beide Formeln. Die Ausdrücke für P^i, Qi_^, etc. 
bekommt man aus den obigen Aasdrücken für P^, 0,, etc. wie folgt" 

p . — tt-*.it—i...{ ft~t.ii—i..i+i . 
^'— — i.a..^-< .+ f.i..^-i-, »+ ••• 

■"T < 8.8..^— » — < + 8.3..^ — ♦ 
P ... ^—*.fi—i..i—i , ^ — 4. /*—».-«• „ , 



A.-1 n^' 



^ + 



••• »^ . 4 2.8..|it — i ^ 2.3..^ — f + 4 

etc. ' etc. 
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^»-/* 4.2. .1 — 1* "^ 4.2.., — u— 4 ^ "*■ 



••"*■ 4 2.8..f — ;t — 4 + l.g.f — ;* 

v^M-i — -i.2..i-;* + 4 + rs...-;* n+... 

•••"^ 4 2.8..f— ;* "T 2.g..i^^+4 

etc. etc. 

Durch Anwendung der Gleichung 

nehmen die CCoefficienten mit Ausnahme von i = auch diese Form an. 

59. 
Durch eine kleine Veränderung des Exponenten von c in der Glei- 
chung (59) kann man eine dritte Form zu Wege bringen. Addirt imd 
subtrahirt man nemlich zu diesem Exponenten n, so \vird 

wo die drei Factoren 

y^'*-' ; ■ (1-^r* c-<»-^' ; (1 -/ST')"'"' o—'-'^'' " 
sind. Auf dieselbe Art wie vorher findet man nun. den-Coefficienten von 
dy unter dem Integralzeichen 

= So' ( —1 y y'-'^"-^' {RpSoß" — R^i S, /?"+» + i^ S, /?H^ + etc. } 
+ sr y^'*-'-' \S,Ikß' — S,+, B, /«'+» + «,+, Ä, /?*+* q: etc. { 



wo 



il,_i4^ + fi^n + ^jf + etc. 
etc. 

So=1 — « + -?^ — 0±etc. = c-» 
etc. 
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Es wird daher 

1) wenn /i—t positiv ist, 

2) wfenn i—iLi positiv ist, 
und vermöge der Gleichung 



er = ^D 



f* 



nehmen die CCoefficienten, wieder mit Ausnahme von t = 0, auch diese 
Form an , welche sich uiiter andern von den beiden vorhergehenden 
Formen darin unterscheidet, dass die R und S unendhche Reihen sind, 
während in jenen die analogen Coefficienten endliche Ausdrücke sind. 



60. 

Es wären noch die Ausnahmefälle Co der vorhergehenden Analyse 
zu entwickeln , allein wenn wir statt dessen C, allgemein auf eine der 
voAergehenden analoge Art behandeln, so werden wir auf noch drei 
andere Formen hingeführt , die auch die D Coefficienten , vermittelst der 
Gleichung 



jedoch mit Ausnahme von ^ = 0, annehmen. 
Aus der Gleichung 

ergiebt sich 

(^r = ^P^^z-^-^dz. (60) 

Die obigen Relationen. zwischen x, y und z geben 

snbstituirf man diese, so wie 
so wird 

Abhtindl. d. K. S. Ges. d. WisseDSch. IV. 19 
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wo wie obeo m = i cos (p ist. Die drei Factoren sind hier 

Setzt mao nun 

2 — — n— + — '^ + T 
etc. 

^* 4.i...fc + 4.4...*— 4 m-t-..4- ^ jg if 4 + 2.8.Jt 

etc. 
etc. 

^' 4.4...« "♦■ 4.a..J~4 Wi t" •• f ^ 2.8../-4 "T" j.i , 

etc. 
dann wird der Coefficient von dx unter dem Integralzeichen ^ 

= -sr a?^"*-'-* {r./?* — Th-i ^1 /»*+' ± etc.} 

und hiemit 

1) wenn t — ^ positiv ist, 

dr' =i^ {T^, ß^ - i;_^, 1^,/f-H-« + r,_^ ü, /j^'^ + etc.} 

2) wenn fi — t positiv ist, 

<^' = (-< r ''^V^./»^ - «Wh. r./?-^H IU+. 7', /^-•■+« + etc.) 
welches die vierte Form ist. 

61. 
Um eine fünfte Form zu erhalten, mache ich durch die Gleichungen 

f:=^(1_^)(1-/^«)cosH9> 
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die Grösse unter dem Integralzeichen der Gleichung (60) zur Function 
von y und dy. Es kommt • 

WO wie oben n = i cos '4^ ist. Die drei Factoren 

geben durch ähnliche Entwickelung wie oben den Coefficienten von dy 
unter dem Integralzeichen 

= ^o" JT"^*-' {Kä ß" — K,^x Lr ß'+^ ± etc.} 

+ sr (-1)' y^'-'-* {Li ßf — L;+. K, ß^^ ± etc.} 
wo 

etc. 

^* 4.«..* "*■ 4.i..Jfc-4 ^t"...-»- ^ 2.3..*— 4 i" OTjt 

etc. 

^J — ^TT + ~r ^ + T 
etc. 

^' 4.2..I "^ 4.2..J— 4 7*T...-^ ^ a .3..I— 4 ^ a.3../ 

etc. 
und hieraus ei^ebt sich 

1 ) wenn t — fi positiv ist, 

Ci'*^ === cos »iy { Ä^^ /J^'* — Ä,_^i Li /?»•-'*+* + Ä^^, ^ 

2) wenn^ — t positiv ist, 

(fr^::=: (-1 Y^COB^\ip{L^ßf^ -L^^,, Ky /?-*+H V^,Ä, /?*-+* + etC.} 

68. 
Um eine sechste Form zu erhalten, fttge ich wieder dem Exponen- 
ten von c die Grösse n — n hinzu. Dadurch werden die drei Factoren 
unter dem Integralzeichen der Gleichung des vor. Art. 

19* 
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und der Coefficient von dy unter dem Integralzeichen^ 

^^Ty*-^*-' • I G* ^0 /S*-G*+,Hj /?*+» + etc. ( 
+ ^," ( -1 )' jr— '-' { H, Co /?' - %, G, /?'+». + etc. ) 

wo 

G„ = 1 — n + ^ + etc. = C-" 

G.=^-^-=^« + ^-^^ + etc. 

etc. 
//, = 1 + n 4 '^ + etc. = c» 

etc. 
Es folgt hieraus 

1 ) wenn i — fi positiv ist, 

2) * wenn fi — i positiv ist, 

c!'*^==(-i)^'cos'iyi V. Go/?^ -^^^+1 Gi/^'^'+ W^^^ 

wo, wie in der dritten Form, die G und ÄCoefficienten unendliche 

Reihen sind. 

Diese sechs Formen mögen hier gnügen,. obgleich man noch meh- 
rere geben könnte. 

• ' 63. ' •• 

Die Ausnahmefälle, die die Uebergangsformel 



darbietet , verdienen eine besondere Betrachtung. Setzt man i = k in 
dem Ausdruck fürD^^i^ des Art. 57, so wird 

D^' = % /?• - %^, m, ß^'+' + %•+, % /?^* + etc. 



wo 
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% =< + «» + T + o + - • + r?^, 

^+> = OTTT+T 

9Wi = | + w 

5ü(2 = TTY + T '^ + T 
etc. 

Setzt man ^ = in dem zweiten Ausdruck für ß^' des Art. 58 , so er- 
giebt sich 

wo 

etc. 

P, = — 1 + n 
P — P J.-2!. 

P P X Jl- 

etc. 

Setzt man endlich ^=:= in dem zweiten Ausdruck für ß^ des Art. 59, 
so kommt 

ßo' = (^ -/S«) { S. iJo /?'■- S.+. Ä, /?•+* + S,+, Ä, /J^ + etc. 1 

WO 

etc. 



Digitized by 



Google 



S66 P. A. Hansbn, 

etc. 
Ich werde weiter unten auf diese Ausdrücke zurttckkommen. 

64. 

Setzt man in den Ausdrücken für Cff^ der Artt. 60, 61 und 62 1=0, 
so wird vor Allem 

m=0, n=:0 
und man bekommt 

C = (-1 r ^ {ü. /?" - IW. T, /J'^' + IVf. T, /JH4 + etc.} 

WO 

Uf, = ii+\, 1/^1= /i + 2, V^^^fjL + Z, etc. 
T^ = — 2, T, = 3, T3 = — 4, etc. 

C = (— 1)^cos»i<p{L^/J^ — 1^1^,/?'^+ Lh-»ä,/JH^ + etc.} 
wo 

Lf,^= lj.'\'\, L^i = i , L,^ = 0, etc. 
K^ = /z—i, Ä| = i/iGti — 1); etc. 

Clr^ = {—iY cosHv |ff;.Go/J^ — H^r G^ß^ + H^,G^ß^ + etc.j 
wo 

fl^ = /i+1, JI^i = 1, fl^ = 0, etc. 

Go=1, G, = ^— 1, G, = i/iG^— 1); etc. 
Die beiden letzten dieser Ausdrücke sind identisch, und geben für (^^ 
einen endlichen Ausdruck, welcher nach der Substitution der Factoren 
so steht 

(62) (^^ = {—iYß'^co8^i<p{^^+^—{^-i)|f\ = {—frß'{^+/^^^^ 

Man kann diesen Ausdruck auch auf andere Art finden. Setzt man 
t = in die Gleichung (61), so wird 



dx 
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Aber zufolge des § I ist 

Substituirt man diesen Werth, so wird weil 

COS(jp = ^ 

ist. 

Diese Gleichung zeigt , dass C© cos y gleich dem Coefficienten von xf* 
oder von x^** in der Entwickelung von p* nach den Potenzen von x ist. 
Alle für diesen CoeflScienten im § I entwickelten, verschiedenen Formen 
kann man also hier nach und nach substituiren. Diese Coefficienten 
wurden dort allgemein mit y±, bezeichnet, setzt man also darin n = 2 
und +t = /i, so wii'd überhaupt 

c^*) _ y"^ 



cos 9 

Um hieraus den oben gefundenen endlichen Ausdruck wieder zu erbal- 
ten, braucht man nur den Ausdruck (17) zu substituiren. Dieser wird in 
unserm Falle 

Schreibt man hierin die FFunction aus, und subötituirt in die vorher- 
gehende Gleichung, so wird 

welche wegen 1+/J' =: sec^^^y mit (62) identisch ist. 

65. 
Ausserdem will ich noch die Functionen 

cos^(« — g) und sin/i(f — y), 
wo fi eine beliebige Zahl ist, in Reihen entwickeln , die nach den Cosi- 
nussen und Sinussen der Vielfachen der wahren Anomalie fortschreiten. 
Gehen wir zu den imaginären Exponentialfunctionen über, so kommen 
wir auf die Function i^^, die nach den ganzen Potenzen von x zu ent- 
wickeln ist. Sei daher 
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wo i nothwendiger Weise eine ganze Zahl ist. Die Gleichungen 

z = yc *^ 

geben hier 

JLifiL 1±^| 

■* * 

Erhebt man diese Gleichung Seite, für Seite zur Potenz fx, und nimmt* 
auf die Gleichungen (58) Rücksicht, so wird 

wo tn = fi cos <p ist. 

Behandelt man diese Gleichung eben so wie die vorhergehenden, 

und setzt 

F, = m 

etc. 

etc. 
so erhält man 

1 ) für die positiven Werthe von i, 
F):' =3 F, /?• - ¥,^, Gl /9'+^ + F^, G, /?'+* + etc. 

2) für die negativen Werthe von t, 

t:' = (-1)'|G,/?*- - Gh., F,/J'+* + G,+,F,/9'--H + etc.j 

Für 1 = gelten beide Ausdrücke. 

Die F und GCoefficienten können hier durch das folgende Ver- 
fahren gebildet werden. Sei 

T = ^t ' rä = ^« ' <rhi = '^s ' ^^• 
Man schreibe die Zahlenwerlhe von m, iw,, etc. unter einander und bilde 
wie gewöhnlich die Differenzreihen der verschiedenen Ordnungen, nem- 
lieh nach folgendem Schema 
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m 



nij — m = a 



m^ ' ß — a = «j 

m, ,y — ß = ß^ ß^ — a^ = a^ etc. 

»^3 — ^2=/ • Yx—ßi = ß2 etc. 

IWj d — y = yj etc. 

m^ — iWj :::= d ' etc. 
m^ etc. 

etc.. 

dann ist 

«=/;, aj = Fj, «, = F^, etc. 

Bildet man eben so die Summen, nemlich 

m . . 

fit 1 4- m = a 

IWji + lll| = 6 - ^1 "^ ^1 ^^ ^3 

iiij c + 6 ^ 6, 6, + a, = a, etc. 

m, + m, ^ c Cj + 6j = 6j etc. 

m, • d + c = Cj etc. 

m^ + m^ i== d etc. 
m^ etc. 

etc. 

so wird 

a = G^, a, := G,, a, ^== G^, etc. 



66. 

Zwischen den C und D Coefficienten lassen sich nicht so einfache, 
und wie es scheint, auch nicht so ^iele, endliche Relationen angeben, 
wie zwischen den der vor. §§. Ich werde hier nur Eine Relation zwischen 
fünf dieser Coefficienten ableiten. Es ist 

dx cos 9 X 

dz (>* z 

i x-^ sin *y + 4 a;~* sin y -|- 4 -f 2 sin *y -|" ^ ^ ^'" y "t" ^* ^'" V 

^* 4 cosV , 

Substituirt man diese in die identische Gleichung 
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\.:xf = ,iaf^ 



so kommt 



dz f^ 4 cosV 

und wenn die Gleichungen 

berttcksicbtigt werden, 

= ;M sin V C!'*"*' + 4^ sinyC!^" + |/t(4 + 2 sInV) — 4» cosV} cT* 

+ 4^ sin 9 CT^" + ^ sin V CT^ 
Durch Hülfe der Gleichung 

bekommt man hieraus * 

O = 0«-2)sinVI>Ü-»+ 4(/u-<)sing)D;i, + 1^(4+2 sinV) - 4«cosV}i>? 

wo*==0 keine Ausnahme macht. 



§VI. 

EntwickeluDg^ der Functionen q^ cos mf und q* sin mf in Reihen, die 
nach den Cosinussen und Sinussen der Vielfachen der mittleren Ano- 

mallen fortschreiten. 

67. 
Diese Aufgabe kann schon durch den Inhalt der vorhergehenden ^ 
auf zwei Arten gelöst werden. Im § I wurde p" af* in eine nach den 
Potenzen von x fortschreitende Reihe verwandelt , und im § V wurden 
die Potenzen von x in Reihen verwandelt, die nach den Potenzen von 
z fortschreiten. Die Verbindung dieser beiden Aufgaben giebt eine Auf- 
lösung der gegenwärtigen. Es wurde gefunden 

roultiplicirt man diese beiden Reihen mit einander, so ergiebt sich, 
nachdem 
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gesetzt worden ist, 

X.-'" = Vt' C + vi"' (fr^'' + yf C'^*' + etc. 
+ y^ (fr'' + T^;' Cl""'' + etc. 



68. 
Die zweite Auflösung ergiebt sich aus dem Inhalt der ^ III und 
IV. Dort wurde 

gefunden, und die Multiplication dieser beiden Reihen mit einander giebt 
X;'" = Wo"'"/^ + W^'^^pT + W;'"/^/^ + etc. 

+ Wir i^r'^ + w::r pt^^ + etc. 



69. 

Ausser diesen beiden Auflösungen lässt sich eine einfache directe 
Auflösung auf ähnliche Art wie die des vor. § finden, und mehrere der 
dort gefundenen Formen werden sich als specielle Fdlle der hier zu 
entwickelnden darstellen. Vermittelst des oft angewandten Satzes wird 

^"" = i^/-«r:^ <>-a^.— d. (63) 

und diese geht durch die Substitution der Gleichungen 

y — ^ 4+^a, 

in folgende über 
^' —arm-^i+^y^J^-nY'-i ^ (H/Ja;) {i+ßx ) c dx 
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wo f^ = ico8(p ist. Der Coefficient von dx unter dem Integralzeichen 
lässt sich wieder in die folgenden drei Factoren zerlegen, 

Da nun die Reihenentwickelung 

{i+ßx)/^^= 1 — !^ ßx + ^-^+»;^-^» ß^x':^: etc. 

+ fißx — iti^i=j±! /9'x* + etc. 

+ ^ /?' X* + etc. 

+ etc. 
giebt, so wird wenn man 

% = ^-'+;;7H-» _ giz^a ^ ^ ^ 

vm — n-<+2.n~<+8.n-<-f4 n-i+8.n~<+4 f»-H-4 (^ _ Jf^ 

'*'*« 4. «.8 4.« ^■*" 4 S S.8 

etc. 

qy\ n — i'-|-^ .'n— 14-8 . .n— i-| p | i n — 1-|-8 . n— 1+4 » • ^— H"P+^ j_ 

'^'^A' 4 . 2 . . ..p 1 . 2 . . p— 4 M' JL " 

n— i+p+4 ^iP-i — ^ 
i 4 «.8..P— 4 1" t.t..p 



etc. 

n±i+J 



5», = !?™ + ^ 

ff> _ n+t+2.n+H-8 .n+f+4 n+t+S.fi+t+i n+t±4 A*! , _A*!_ 

•^^8 4.2.8 «■ 4.J ^■'" 4 «"'"2.8 

etc. 

$n _ n+f+2.n+i+3..n+t+g+ 4 n+H-3>*-H+4. .n+i+g+< .^ , 
•'^y 4. 2. .9 ■< 4 . 2 ... 9— 4 f^ t ' 

n+t+g+4 ^7-1 ^^ 

■*" 4 2.8. .9—4 ^ 2.8. .g 

etc. 
setzt, der Coefficient von dx unter dem Integralzeichen 

= 2:^{—i)Pxr'^+p-^mpßP + Ttp^r %ß^^ + Ttj^2 9l|/J''+* + etc.} 
+ ^n—iy x^'^^-^ \%ß^ + 91^-1-1 2»! /*^+* + %+t % ß^'^ + etc. } 
und hieraus folgt auf dieselbe Art wie oben 
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1 ) wenn i — m positiv ist, 

x;' "= H)'--^g^ {sw._„ /?'-»+ üw^. 5R, /?'-'-^' + ü»^, ^ 



2) wenn m — t positiv ist, 



Für m=i gelten beide Ausdrücke. Es ist zu bemerken, dass die Auf- 
lösung des Art. 60 des vor. § ein specieller Fall dieser ist, welcher 
daraus hervorgeht, wena man n = macht. , 



70. 

Eine andere Form erhält man, wenn man in der Gleichung (63) 
die Grösse unter dem Integralzeichen durch die Gleichungen 

p = cos H<jp (1 — liy) (1 —ßy-') 

z = yc ^ 
zur Function von y und dy macht. Man erhält dadurch 

wo V =^% cos '4iP i§t. Zerlegt man erst den Coefficienten von dy unter 
dem Integralzeichen in die folgenden drei Facloren 

SO wird derselbe nach der Entwickelung 

= ST\—^r yr'+P-^' [G.H^ßP +-G^, Jy, /J'^» + elc.j 

+ ^r (— 1 )» y"-'^«-'"|jy, G„ /?» + //,+, G, /?»+» + etc.j 

-wo 

G, = C-* . H, = cr 

und ausserdem allgemein 
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p n — m+i .n — m,, n — m — p-}-^ n — m-\-% . n — m-j-^ «« » w — m~p-f 3 

f 4.i...p 4.i...p ^ 

, w-m + 8.n~m-|->...n~m~p + 4 i^« — . 
^ 4 . J . . . p . j + eic. 

Es folgt hieraus auf dieselbe Art wie oben 

1) wenn i — m positiv ist, 

2) wenn m — i positiv ist, 

Von dieser Form ist die des Art. 62 ein specieller Fall , welcher durch 
die Annahme n = entsteht. 



71. 
Noch eine andere Form ergiebt sich , wenn man den CoeflScienten 
von dy unter dem Integralzeichen in (64) in folgende Factoi*en auflöst. 

Derselbe wird nun nach der Entwick6lung 

. = -ST (— 1)/> y«-H-;-i jp^ ßP + p^j Q^ ßP+t ^ etc.t 
+ i- (_ i y y— f-t \Q^ß9 + ö^^, p^ ß9+t + etc.} 
wo 

wx n — m+4.n — m n — m4-i , »^ 

^» TTTl . 4.« ^+ 4 i t.8 

etc. 

p n~m-f-< »n-^m.. n — m-~p-f-8 n — m4-4.w— «i. .n — m — p+> i 

^'^ 4 . 9 . . p 4.1..P— 4 ^X- 



it--.m+4 »P^* — t^ 
X 4 J.3 ..P-.4 • «.8...P 



etc. 
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n n + m + 4.n+m , n+m + i ^ . »^ 

etc. 

^ i.% . . q "^ 4.«.. 9-4 ^ ■*■ 

••'■*■ 4 i .8. .g— 4 +1.8. 

etc. 
ist, uDjd hieraus folgt 

i) weon i — m positiv ist, 
I.-'-=(_1).-cos*^'^^>i<pjP^,„/?^ + i^_^,(?,/?'^^^ 

2) wenn m — i positiv ist, 

wovon die Form des Art. 61 ein specieller Fall ist, welcher durch die 
Annahme n==0 entsteht. 

Ich flige hinzu, dass man noch mehr Formen angeben könnte, 
muss es aber , um diese Abhandlung nicht zu weit auszudehnen , bei 
den vorstehenden bewenden lassen. Ich bemerke noch, dass die Goeffi- 
eienten P, Q, etc. dieses § sich durch ähnliche Algorithmen berechnen 
lassen, wie die des Art. 65. 

72. 

Der Fall f = führt Vereinfachung mit sich. Setzt man t = in 
die Gleichung (63), so wird 

Aber es ist 

dx f* dx 

M COS tp X 

also 

^ — %nrzrx . CO89 J^-^rzix P ^ x 

Dieser Ausdruck zeigt, dass iQ"^ dem mit cosqp dividirten Goefficienten 
von ar"* in der Entwickelung von p^^* nach den Potenzen von x gleich 
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ist. Dieser Coefficienl wurde im § I allgemein mit Vl bezeichnet, 
und es ist also 

"^ COS ff> 

worauf die im § I gegebenen, verschiedenen Formen der FCoeflScienten 
nach Belieben angewandt werden können. 

Von diesem Ausdruck ist wieder der im Art/ 64 abgeleitete ein 
specieller Fall. 

73. , ' 

Aus der Analyse dieses § geht die uüerwartet einfache Auflösung 
des JSTeppfer'schen Problems hervor, die ich schon veröffentlicht habe, 
und die sich als ein specieller Fall der hier behandelten Aufgabe dar- 
stellt. Da 
(65) f = /'-^dg 

ist, so kommt es für die Erlangung des Ausdrucks der Mittelpunkts- 
gleichung nur auf die Entwickelung von p"* nach den Potenzen von z 
an. Setzt man nun 

1 ) n = — 2 und m ^=: in die Formeln des Art. 69 , so wird, 
wenn man zugleich die Zeichen der mit ungradem Index versehenen 
3R GoefBcienten umkehrt, 

2W, =< + ^ + ^- + ,4 + .. + ^. 

2R^, = -an..+,(i-^) • . 

etc. ■ ' 

etc. 
X"*' " = }S 13». /?' — a»,+, 91, /?•+' ± etc. i 
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Substituirt man nun diesen Ausdruck in die Gleichung 

und diesen in (65), geht zum Reellen über und integrirt, so wird 

f—9 = ^r T l^iß' — aW.+i9l|/S*+* + 3!Hi^2%ß''^ + etc.j smig 
Eine andere Auflösung findet man, wenn man 

2) n = — 2 und m = in die Formeln des Art. 70 setzte Kehrt 
man zugleich die Zeichen der G Goefficienten um , deren Index ungrade 
iist, so wird • . 

c, =(-M)' 5^t<_ii. + i;4 + etc.) 

G,„ = .- (-.r j^ j,_i% + ^ 4 + e.c.j 
etc. 

^.= ^+oi< + l»' + lT + etc.j 
etc. 

Xr*'" = (H/?*) \G,H,ß' - G,^. JJ,/J'+^ + G,.^,H,ß'^* + etc.! 
woraus auf dieselbe Art wie oben 

r— ? = (<—/?') -S-rllC^o/*'— G^i/^,/?-^^±etc.}sinij; 
folgt. Setzt man 

3) n =. — 2 und m= 1 in die Formeln des Art. 71 und kehrt 
zugleich die Zeichen aller mit ungradem Index versehenen P und 
(? Goefficienten um, so entsteht 





't+1 *. T- 2.8...f+4 


•^ 






ptc. 




0, -1 — »-■ 




Q. Ol + 4 




ö, Q-h 




etc. 


Abhandl. d. K. S. Ges. 


d. Wwsensrh. IV. 
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und biemit 

f- 9 = i^—ß') ^r T \Piß' + ^.fi Öl ß'^" + ^+« Q^ß'"-" + etc.j Binig 
Jede dieser drei Auflösungen des Keppler'schea Problems ist bei Weitem 
einfacher wie die vorher bekannten , und besonders die letzte Idsst an 
Einfachheit nichts zu wünschen übrig. 

Vergleicht man die im Art. 63 abgeleiteten Werlhe der Coeffi- 
cienten Do mit dem Vorstehenden, so zeigt sich, dass sie den Coeffi- 
cienten der Mittelpunktsgleicfaung gleich sind. Man darf daher nicht 
hoffen, sie auf endliche Ausdrücke hinführen zu können, wie im Art 64 
bei den Coeflicienten Co'* möglich wurde. 

Ueber die Convergenz der in diesem und in dem vorhergehenden § 

vorkommenden unendlichen Reihen habe ich noch nichts gesagt. Man 

findet aber leicht, dass sie alle für jeden Werth von ^ und t, so wie 

für alle Werthe von /? < 1 , also auch für alle Werthe von 

e < i 
convergiren. 

74. 
Um Relationen zwischen den XGoeflicienten abzuleiten, bediene 
ich mich wieder der oben mehrmals angewandten Methode. In die 
identische Gleichung 

substituire ich in die Gleichungen 

z ^^ = "^^'"^ ö"-* (^ _ x\ 
dz 2 cosy " \x ) 



d.x' 



z -^^— = m cos (p ()""' af 



Hieraus entsteht 



(66) z 14^ = ,^ (,- (x-' -X-+') + m cos y (,-* ar 

Diese lässt sich auf mehrfache Art durch den Ausdruck von (> durch x, 
nemlich durch 

sin (p {x"^ + x) — 2 cos ^9 p-* + 2 :^ 
verändern. Multiplicirt man nemlich diese Gleichung nach und nach mit 

— 2 cos 9 8 COSy 

und addirt die Producle zur rechten Seite von (66), so erhält man 
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% 



^-g"^"* — !L!!lL^ /.*-* 't^^ A, ^«t_ «A nr^c ^ ^--2 ^ , J!L_ ..»^i 



^^t ^m-i 4. (^_ ^) eos ^ (>"-^ of» + -^ (>-^ oT (67) 



d* cos 9^ '^ /irv «^ cos 9 



z- 



^'^^ = -^C"-'^' + {»»+n)cos9(,"-af-3^(,-'ar (68) 



"dr~ — 2 cos 9 ? ^ 2cosy (^ ^ + ^3r^p ^ V^^^ 

welche Gleichungen zwischen vier XCoefficienten geben werden. Mul- 
iiplicirt man die rechte Seite von (69) mit 

so entsteht 

^ dJS 4C08«9 ^ ^ + «cosV ^ ^ ^ 

, Sm + msinV - ^ 
+ acosV (^ ^ 

(»-g^) siny n ^^1 (n—m) sin'y « ^iH-2 

« cosV ^ icosV ^ 

welche eine Gleichung zwischen fünf JCoefScienten geben wird. 

• Differentiirt man die Gleichungen (67) und (68) , so bekommt man 
leicht 

^'^^:g^ + z^:^==[n(n— 2) + 

+ n(n— 1) q^^'x + m{n—\) sin?) (>"^ (a^*_ar^i) (71) 

und hieraus ergeben sich durch Hülfe der Gleichung 

sinqp (a?""* + a?) — 2 cos^qp ()~* + 2 = 
die folgenden beiden 

+ n(rj-1)()«-'ar+2m(i>-1)sin(p()"-'ar* (72) 

^^^^^d^^ [n(n-2) +mH 2m(w-1)] cos V(>"^^- [n(2n-3) + 2m(w-1)] q"^^ 
+ «(n-l ) ()'*-'ar- 2m(n-1 ) sin q> q'^'^sT^' (73) 

Substituirt man nun die Gleichungen 



djs 



^^l:£^=:^i(i_1)X."''"z' 



in die Gleichungen (66) bis (73), so bekommt maa die folgenden Re- 
lationen, 

20* 
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(a) = n sin qp X"*"*"* — ^ gin q, j[^'*-*"*+* ^ ^m cos *^ JiQ'*"^'" — 2f cosy 1," *" 

(b) =n sinqp-X,""*"^* + (m — n) cos?qp X"'*'"* + n J^f*'"* — t cos ^ X^"^ 

(c) = — n sincpX^'^'^^* + {m+n) cos^cpX^'^"^ — n JiQ*"*'"* -^ icoscpX^'^ 

(d) = (n+m)sinyX"*'"*'* — (n — m)smq)X^'^''^'^^ + 2mX""*'"* — 2icosyX,'^" 

(e) = {n+m) sin ^ ^" ""'+ 2(n+2m) sin 9) j;""' + (4i»+2m sin V - ii cos V) r" 

— 2 (n — 2m) sin qp X,"' '^^ — (n— 1») sin ^ K' '^^ 

(f) = [n(n — 2)+m*] cbs-VX;"''" ^ ^ (2n — 3)X;"''".+ n(n — l)!;''-' 

+ m (w — 1 ) sin qp Jf^""^"*"* — |„(,i — 4) ^n ^ jjq«-^'«+* — ^-j ^*'« 

(g) = [n(n-2)+m« — 2m(ii-1)]cosV^'^'"— [n(2»-3) — 2m(n-l)]X.'^^^ 

+ n(n — i)Xr''-'' + 2m(n— 1)sin(pXr'""' — i'X."" 
(h) = [n(»--2) + m« + 2m(n— 1)]cosVJi[,"^'"— [n(2n— 3) + 2m(n~1)lX.'^^ 
+ w (n— 1 ) J^""'" — 2m (n— 1 ) sin tp X^^"^' — t^ JC" 

Man kann hieraus durch Eliminationen noch viele Gleichungen mehr 
ableiten , von welchen ich nur einige hier entwickeln werde. Schreibt 
man in (a) erst n+1 statt n und m+i statt m, dann n+i statt n und 
m — < statt m, und eliminirt hierauf zwischen diesen beiden Gleichungen 
und der Gleichung (a) die beiden Coefficienten X"""*»*^* und J'^*'"'+*, 
so bekommt man 

= 2nm (n+1 ) sin ^qp X"'*" + Am (m* — 1 ) cos V X^^'"* — n (n+1 ) (m+1 ) sin *qp X"'"" 

— n(n+1) (m — 1) sin^qpX,**'"*^^ + 2m(m+ 1) siny cosqpX,"*^'"" ' 

— 2m (m — 1) sinqp cosqp X/*"*"^*"*^* — , 4i(m* — 1) cos^cpX^'"" 

die sich {{Xv m=0 vereinfacht, und dann in Verbindung mit (a) nützlich 
wird. 

Eliminirt man X,"'"* entweder zwischen (a) und (d), oder (b) und 
(c), so ergiebt sich 

= smtpXi + smqpX. + 2X, — 2 cos^yX, 

die man auch ohne Difierentiation aus der Gleichung zwischen x und p 
hätte ßnden können. 

Eliminirt man X," '"^ zwischen (f) und (a), nachdem man in leta- 
lerer n — 2 statt n geschrieben hat, so verschwindet zugleich X,* 
und man erhält 
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=n[{n-2f—m^ cos'tpXr^" — »(«— 2) (2»-3) X"-»-"' 
+ {n-i)[n{n—2)+2m cos(p] X.""*"" — t'(n— 2) X-'" 

n— S. fit 

Eliminirt mau X,- zwischea (f) und (d), nachdem man in dieser n— 2 
statt n gesetzt hat, so wird 

) = r2,w*(n-i) + w(2ii-3)(n+m-2) sin cp J."^* ""' - [2m^(n-1 ) + n(2n-3)(n-wi- 2)] sin cp J."""'"^* 
+ 2i»[n(«r^2)+m^ cosV^""'""+ [2mn(n-l)~2iw(2n-3) coscp] JJ,"*'"- 2i*m JJ,*"" 

deren man noch mehrere ableiten kann. 

Ich bemerke noch, dass man, da * 

ist, Relationen zwischen den XCoefScienten und den CundJDCoeffi- 
cienteri des vor. § aus den vorstehenden erhält, wenn man darin entweder 

n = 0, oder n=i, oder n = 2, etc. 
macht, von welchen mehrere sehr einfach sind. 
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ENTWICKELÜNG DER NEGATIVEN UND UNGRADEN POTENZEN 

DER QUADRATWURZEL DER FUNCTION 

r' + r*— 2rr; (cos ücos ü' + sin ü sin U' cosJ). 

Die Entwickelüng der Potenzen der in der Ueberschrift genannten 
Function ist an sich von besonderem, mathematischen Interesse, weil sie 
zu den schwierigsten Aufgaben gehört, und auf merkwürdige Formen hin- 
fahrt. Die negativen und ungraden Potenzen der Quadratwurzel derselben 
haben ausserdem ein hohes Interesse, weil sie in der Mechanik des Him- 
mels allenthalben erscheinen, sowohl in der Theorie der Bewegung der 
Himmelskörper um einander, wie in der um ihre Axen, und nicht minder 
in der Theorie der Figur derselben. Die Entwickelüng der Potenz — ^- 
dieser Function, welche vorzugsweise in den genannten Theorien erscheint, 
ist namentlich in zwei verschiedenen Formen behandelt worden. Für die 
Anwendung auf die Theorie der Bewegung der Himmelskörper um ein- 
ander, für welche U und ü' die Argumente der Breite irgend zweier 
Körper bedeuten, während r und r' die Radii Yectoren, und / die gegen- 
seitige Neigung der Bahnen ist, hat man sie sonst immer in eine Reihe 
entwickelt, die nach den Sinussen und Cosinussen der Vielfachen der 
mittleren Anomalien fortschreitet. Ich habe sie für diesen Zweck in den 
«Absoluten Störungen in EJlipsen von beliebiger Excentricitat und Neigung» 
für den einen Körper nach den Cosinussen und Sinusöen der Vielfachen der 
excentrischen Anomalie, und in meiner Pariser Preis^schrifl nach den 
Cosinussen und Sinussen der Vielfachen anderer Bögen oder Winkel, die 
ich partielle Anomalien nenne, entwickelt; Die zweite Form, die man der 
Entwickelüng der in Rede stehenden Function gegeben hat, ist. die nach 
den Potenzen von r und r geordnete, welche vorzugsweise in der Theorie 
der Rotation und der Figur der Himmelskörper zur Anwendung kommt. In 
den «Absoluten Störungen etc.» habe ich, um die beabsichtigte Form zu 
erhalten, erst die Entwickelüng nach den Potenzen von r und r' vorgenom- 

21* 
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men, und bin dadurch dahin gelangt, die Berechnung derEntvvickelungs- 
coefTicienlen überhaupt in sehr kurzer Zeit ausführen zu können. 

Spätere Untersuchungen haben mich überzeugt, dass in vielen Fällen 
diese Art der Entwickelung dieser ?\inction auf weit kürzere Arbeil bei 
der Berechnung der numerischen Coeflficienten hinführt, wie alle anderen 
bisher bekannten Verfahrungsarlen. Wenn r und r' so beschaffen sind, 
dass ihr Verhältniss der Eins nahe kommen kann, dann wird dieses Ver- 
fahren freilich nicht mehr kurz, aber es ist schon nicht mehr unbequem, 
wenn r:r zwischen 0,5 und 0,6 liegt, und kann selbst immer noch 
mit Nutzen bei Werthen dieses Verhältnisses angewandt werden, die 
etwa^ grösser sind. Ist hingegen der grösste Werth desselben kleiner 
wie 0,5, so wird es schon beträchtlich kürzer, und überhaupt um deslo 
kürzer, je kleiner der grösste Werth dieses Verhältnisses ist. Diese Ent- 
wickelungsarl wird sich daher mit Nutzen bei der Berechnung der ab- 
soluten Störungen der kleinen Planeten, die jetzt in so grosser Menge 
auftauchen, anwenden lassen; eine Berechnung, die dringend noth- 
wendig wird, um nicht den einen oder andern derselben wieder ver- 
loren gehen zu lassen. 

Namentlich für diese Planeten bietet die genannte Entwickelungsart 
wesentliche Rechenvortheile dar, die in dem Umstände ihren Grund 
haben, dass die störenden Planeten immer dieselben sind. Es kann 
nemlich ein nicht unbeträchtlicher Theil der Rechnung ein für alle Mal 
ausgeftlhrt werden, weil die numerischen Werthe der bezüglichen 
Coefficienten von den Elementen der Planetenbahnen unabhängig sind. 
Ein anderer, auch nicht unbedeutender, Theil kann deshalb ein für alle 
Mal ausgeführt werden, weil es blos von den Excentricitäten der Bahnen 
der störenden Planeten abhängt, so dass schliesslich bei der Anwendung 
auf einen speciellen Fall nur die dritte Abtheilung der Rechnung aus- 
zuführen ist, welche von den Elementen 'der Bahn des gestörten Planeten 
abhängt. Die ins Einzelne gehende Auseinandersetzung dieses Verfahrens 
und die Anwendung desselben auf ein Beispiel muss ich indess einer 
anderen Abhandlung vorbehalten, wovon ich schon einen Theil aas- 
gearbeitet habe. 

Die Entwickelung der in Rede siehenden Function nach den Po- 
tenzen Vota r und r' ist schon längst auf eine elegante Form gebracht 
worden , allein diese kann hier nicht angewendet werden , da in der- 
selben die Glieder grade die entgegengesetzte Form haben , deren nian 
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zum oben genannten Zwecke bedarf. Sie sind nemlich nach den P o- 
lenzen der Sinusse und Cosinusse von t/und U\ und nach den Co- 
sinussen der Vielfachen von / geordnet, während wir sie nach den 
Cosinussen und Sinussen der Vielfachen von U und U\ und nach den 
Potenzen des Sinus oder Cosinus von J haben müssen, weil U und U' 
die Argumente der Breiten, und / die gegenseilige Neigung der Bahnen 
des störenden und gestörten Planeten bedeuten. 

Eine Entwickelung dieser Art ist noch nirgends gegeben worden; 
die welche ich hier gebe, hat daher auch , abgesehen von ihrer astro- 
nomischen Anwendung, das rein mathematische Interesse, dass sie die 
Coefficienten von r und r' in einer neuen, bisher unbekannten Form 
darstellt. Der allgemeine Ausdruck, den ich für diese Coefficienten er- 
halten habe, ist sehr einfach, er besteht für die positiven und negativen 
Coefficienten abgesondert aus einem einzigen Gliede, und ist eine 
Function von Facloriellen, oder mit andern Worten Function der Gaussi- 
schen //Functionen mit Argumenten, die ganze und positive Zahlen sind. 
Aus diesem Ausdruck setzen sich die Coefficienten der Cosinusse der 
Vielfachen von t^und V dergestalt zusammen, dass sie ganze und ratio- 
nale Functionen von tg^^Jsind. Die numerischen Werthe der Coefficienten 
derselben sind bis zur 21. Potenz von r berechnet und dieser Ab- 
handlung angehängt. Die Berechnung selbst habe ich ausgeführt, und 
Hr. Dr. Scheibnet' hat die Controllen derselben nach Anleitung des 
Art. 26 berechnet. 

Da die ganze Entwickelung strenge ausgeführt ist, so gilt sie für 
jeden Werth von J, aber da die Coefficienten der höheren Potenzen von 
ig^iJ bedeutend gross werden, während die ganze und rationale Function, 
welcher sie angehören, nur bedeutend kleinere Werthe annehmen kann, 
so wird ihre Anwendung in dieser Form beschwerlich, wenn J eine 
gewisse Grösse übersteigt. Da man sie jedoch noch ohne Unbequem- 
lichkeit für die grösste jetzt bekannte, in unserm Planetensystem vor- 
kommende, Neigung — die der Pallasbahn von ohngeföhr 35® — an- 
wenden kann, so hätte ich mich mit derselben begnügen können, aber um 
auch Formeln für den nicht undenkbaren Fall zu geben, dass Planeten 
mit grösseren Neigungen bekannt werden sollten, habe ich mehrere 
Umformungen damit vorgenommen. Es zeigt sich leicht, ddss diese 
ganze und rationale Function, abgesehen von einem allgemeinen Factor, 
welcher hervortritt, in die Classe der Gaussischen hypergeometrischen 
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Reihen gehört, und dass folghch die Umformungen, deren diese Reihen 
fähig sind , hierauf angewandt werden können. 

Rei den Formen, die ich hier beabsichtigte dieser Reihe zu geben, 
trat das Hedürfniss hervor sie in Fällen, wofür man bis jetzt keine 
Summenformeln hatte (namentlich im Falle wo das vierte Element 
= — 1 wird) Summiren zu müssen, und dieser Umstand veranlasste 
eigene Untersuchungen tlber die Summa tion dieser hypergeometrischen 
Reihe, und gab Veranlassung zum Inhalt des ersten Paragraphen dieser 
Abhandlung. Man darf hierin daher nicht eine vollständige Abhandlung 
tlber die Summation dieser Reihen erwarten, sondern nur die Sum- 
mation derselben in den Fällen, die im zweiten Paragraphen zur An- 
wendung kommen. Ausser diesem wird man jedoch darin mehrere 
neue Summationsformeln , die sich mir in dieser Untersuchung gelegent- 
lich darboten, sowie einen neuen allgemeinen Ausdruck finden, der 
eine weit allgemeinere Benutzung zuzulassen scheint, wie die, die ich 
hier daraus gezogen habe. 

Während im grössten Verlaufe des zweiten Paragraphen die Ent- 
wickelung der Potenz — ^ der Eingangs genannten Function ausgeführt 
wird, zeige ich am Schlüsse, nachdem ich die Formeln zum Uebergang 
zu den Coefiicienten der Cosinusse und Sinusse der Vielfachen der 
wahren Anomalien entwickelt habe, wie man davon zu derEntwickelung 
der Potenzen — ^, — f , etc. der genannten Function übergehen kann. 
Der dritte §. endlich behandelt kurz ein paar Formen, die ich nicht 
glaubte mit Stillschweigen übergehen zu dürfen. 

Von der Summsriion der Gaussischen hypei^eometrisehen Reihe. 

1. 
Euler hat [Inst. calc. integr. Vol. II. probl. 134) durch ein sehr ele- 
gantes, in späteren Schriften oft nachgeahmtes, Verfahren eine hyper- 
geometrische Reihe summirt, die der Gaussischen {Disquisiiiones ca. 
ser. infinit.) analog ist, und auf diese hingeführt werden kann. Eulers 
Resultat umfasst aber nicht alle Fälle, auf welche es bezogen werden 
kann , sondern ist einer Erweiterung fähig , von welcher ich hier das 
Wesentlichste entwickeln werde. Sei die Reihe 

\p (x) = \ + fi^ fc, a; + «j 6j a:^ + flj 6j ar* -(- . . . 
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zu summiren, in welcher a^, a^y etc. irgend welche numerische Co- 
efficienten, und 

sind. Sei femer 

(p (m) = i + a^xu+ a^ä^u^ + a^a^tfi + , ., 
Wenn nun P irgend eine Function von m, und a und b ohne Indices zwei 
beliebige Grössen bezeichnen, dann ist identisch 

/ P(p {xu) du = f Pdu (i + a^ XU + a^ä^ u^ + a^a^ i^ + . ,) 

Ja Ja 

Stellt man hierauf die folgenden Gleichungen auf 

p Pu du = b^ßpdu 

f^Pi^du = b^l^Pdu 

Ja Ja 

J^Px^du = b^J^Pdu 
etc. 
und substituirt sie in die vorstehende identische Gleichung , so wird 

f P(p{xu)du = {i +a^\ X + ä^b^x^ + a^b^x^ + , . .) f Pdu 

Ja Ja 

woraus sogleich 

rb 

I P(p{xu)du 

folgt, in welcher Gleichung noch die Function P und die Grenzen 
a und b der Integrale zu bestimmen sind. 

2. 
Die oben aufgestellten Gleichungen geben 



ßpu <fe = 


=bjyäu 




= 6,y* Pu du 



b.f PwUu = h^f PuHu 

Ja Ja 



etc. 



also überhaupt 



fc.-i f^ Pu'du = bi f^ Pu'-Uu 

Ja Ja 
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Die obigen Ausdrucke fUr 6^, 6,, etc. geben aber allgemein 

es wird daher 

(2) {y + i—\)J^Pu'du = {ß + i—i)J^Puf-^du 

wo im Allgemeinen die ganze und positive Zahl t von 1 bis oo ausgedehnt 
werden muss. Sei durch die unbestimmte Integration 

(y + i—\)JPvfdu = {ß+i—i)fPu'''^du + Qu^ 

erlangt, wo Q auch eine Function von u ist. Bestimmt man nun nach 
der Ermittelung der Ausdrücke für P und Q durch diese Gleichung, die 
Grenzen a und b der Integrale durch die Bedingung, dass 

an jeder derselben , und dass innerhalb derselben Qu* nicht unendlich 
werde, so ist es klar, dass die Gleichung (2) erfüllt ist. Differentiirt man 
zu dem Ende die vorstehende Gleichung, so kommt 

{y + i—i) Pufdu = {ß + i—i) Pu'-^du + iQu'-^du + u^dQ 

und diese zerfällt, weil sie für jeden Werth von i gelten muss, in fol- 
gende zwei 

Pu = P+Q 

. {y — i)Pudu = {ß—i)Pdu + udQ 
woraus 

J9- = (y—i) ^^ _ (ß—i) _*L_ 

hervorgeht. Durch die Integration dieser wird, wenn k die willkührliche 
Constante bezeichnet, 

(3) Ow*= ifcu'»+'-* H — uY"^ 

und da die Eins der kleinste Werth von i ist, so sieht man sogleich, 
dass wenn ß>0 und y>ß 

sind, die Werthe m = und u = i die Gleichung Qvf = erfüllen, 
ohne dass zwischen diesen Grenzen Qu* unendlich wird. Wenn daher 
diese beiden Ungleichheiten statt finden, so wird der Ausdruck (1) 



(3=^) y;{x) = 



f u^ * (1— !#)'' ^ ' <p{xu)du 



j; /-',.-«)» 



du 
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Zu bemerken ist hiebei sowohl, wie bei den andern unten folgenden 

Summenformeln, dass die Bedingungen, unter welchen Qu* = wird, 

die Gleichung (2) im grössten Umfange erfüllen, und dass es daher 

Fälle geben kann, in welchen aus der (2) eine der folgenden Gleichungen 

hervorgehen : 

= oder oo = oo 

Die Fälle, in welchen diese Identitäten statt finden, müssen ausge- 
schlossen werden. 

3. 
Die Gaussische Reibe ist 

F{a,ß,r,:») = i+^x + ^'-^j^ X* + . . . 
es ist also in Bezug auf diese 

»1 — 7- , a, — v:^r^ » »8 "= 4. 2. 3 ' ^'^• 
und es wird daher 

= (1— «u)-" 
Substituirt man diesen Werlh von (p {xu) in (3*), so ergiebt sich 

r uf-'^H—uV-''~* {i—xu)-'du 

F{a,ß,r,x) = Jy- — (4) 

welches die Eulersche Summenformel ist, wenn man in seiner Reihe 
die Substitutionen macht, die nothwendig sind, um sie in die Gaussische 
umzuwandeln. Da in der letztgenannten die beiden ersten Elemente 
a und ß mit einander verwechselt werden dürfen , so folgt aus der vor- 
stehenden Summenformel sogleich die folgende 

F («, /?, y, X) =Jjr, (5) 

Jo 

welche das Erfülltsein der Ungleichheiten 

« > und y > « 
verlangt. 



'du 
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4. 

Ausser den obigen Bedingungen , unter welchen Qu* = wird, 
giebt es noch andere, die bei Euler nicht vorkommen, und die ich auch 
sonst nirgends aufgestellt gefunden habe. Schreiben wir die Gleichung (3) 
wie folgt, 

und setzen wir 

ß>0 und ß — r> ß+ * — ^ 

dann wird Qu^ = für m == und u = — oo, ohne fiir ii^end einen 
Zwischenwerth unendlich zu werden. 

Die zweite dieser Bedingungen kann erfüllt werden , wenn a eine 
ganze und negative Zahl , und y überhaupt eine negative Grösse ist, 
denn vermöge dieser Beschaffenheit von a ist stets 

t< — a 
Es wird demzufolge, wenn man — a statt a, und — y statt y schreibt, 

F (— a, /?, —y.x) = ^l^ 

in welcher man durch die Substitution 

die Grenzen der Integrale auf und \ zurückfuhren kann. Da vermöge 
dieser Substitution die Werthe 

u = — 00 und y = 4 

M = und y = 
correspondiren , und 

wird , so ergiebt sich 

; — 1)11) du 



f J '(l-u)*' "(4+(ir— 1)ii)"c 

(6) F (-«, /?, -y, X) = Jf^—- 

Jo 
wenn 

ß> 0, y>a — i 
und u eine ganze und positive Zahl ist. Dieses ist eine neue Summen- 
formel, die für eine Reihe anderer Fälle wie die obige gilt. Durch Ver- 
tauschung von a und ß mit einander ßndet man hieraus 
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F («, -ß, -r, X) = Jfr^^ : 

Jo 
welche voraussetzt, dass 

a>0, r> ß — } 
und dass ß eine ganze und positive Zahl sei. 



5. 
Seien ferner /? und y negative Grössen, dann wird die (3), wenn 
man — ß statt ß, und — y statt y schreibt, 

und dieser Ausdruck wird Null für m = 1 und u = oo, ohne für irgend 
einen Zwischenwerth unendlich zu werden, wenn 

/?>y>t — 1 
ist. Die zweite Ungleichheit kann wieder erfüllt werden, wenn a]eine 
ganze und negative Zahl ist. Es wird daher alsdann 



F (—«,—/?, — y, x) = 






Man führt hier die Grenzen der Integrale auf und 1 zurück, wenn man 

w = — 

y 

setzt, und erhält dadurch 

F (- a, -ß, -r, X) = ^— j-^^ (7) 

/ u^ {i — uf ^ du 
Jo 
wenn 

ß>r> «— < 

und a eine ganze und positize Zahl ist. Durch Yertauschung von a und ß 
läit einander ergiebt sich 

Pu''^(i-ur''\u--xfdu 

F(-«, -ß. -y, X) =-L 

/ u (1 — u) ^ du 
Jo 

wenn 

a>y> ß — i 

und ß eine ganze und positive Zahl ist. 
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6. 
Die in den Nennern dieser Summationsformeln vorkommenden 
Integrale lassen sich durch die Gaussischen /7Functionen erhalten, da 
unabhängig von der Theorie der FFunctionen bewiesen werden kann, 
dass allgemein 

ist, wenn X und ^ positive Grössen sind. Da in dem speciellen Falle 
X =z\ die Zähler dieser Summationsformeln dieselbe Form annehmen, 
so kann man in demselben auch diese, und folglich auch die FFunctionen 
selbst durch die //Functionen ausdrücken. Aus (4) und (5) erhält man 
ohne Unterschied 

welches die bekannte Gaussische Summationsformel ist. Wegen des im 
Zähler von (4) und (5) enthaltenen Integrals, welches, nachdem x = i 
gesetzt worden ist, den Factor (1 — m)*""'^""*'"* enthält, muss hier zu- 
folge der einen Bedingung , die die Gleichung (8) verlangt, 

y—a—ß> 

sein , und es scheint, als müsse auch entweder a oder ß positiv sein, 
dieses ist aber nicht nothwendig, denn der Factor, welcher den Aus- 
druck (A) unbestimmt machen könnte, wenn weder a noch ß positiv ist, 
ist in dem Quotienten der Integrale verschwunden. Ausser dieser Sum- 
menformel geben die Ausdrücke (6) und (7) für den Fall x = i die fol- 
genden : 

(B) F(-a.f.-,.<) = ^r/',;^';-5S 

(C) F(_<.,_^._,,,, = (_i)-Ä=|fJf±^3pil . 

und die zu (6) und (7) correspondirenden Summationsformeln geben 
zwei ähnliche, die man auch aus den Vorstehenden durch Yertauschung 
von a und ß mit einander erhält. Die Vorstehenden gelten für eine 
Reihe von andern Fällen wie (A), worunter ich hier nur den, wo in 

ist, hervorheben will, welcher durch (B) summirt werden kann, während 
er von (A) ausgeschlossen werden muss. Die Summationsformeln (B) 
und (C) setzen jedenfalls voraus , dass das in der FFunction mit a be- 
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zeichnete Element eine ganze und positize Zahl sei , in Bezug auf die 
übrigen Bedingungen sind sie aber einer weiteren Ausdehnung föhig 
wie die der allgemeineren (6) und (7), aus welchen sie hier abgeleitet 
worden sind. Man wird dieses aus den folgenden einfachen Be- 
trachtungen erkennen , aus welchen sie auch heiTorgehen. Dieselben 
Betrachtungen fuhren überdiess auch noch auf eine andere Summations- 
formel hin, die mit keiner der vorstehenden identisch ist. 



In meiner vorigen Abhandlung habe ich gezeigt, dass die Gleichung 

F[a,ß.Y,x) = cF[a,ß, « + /? — y+1, \ — x) 

wo c eine Function von a, ß und y ohne x ist, allemal statt findet, wenn 
beide FFunctionen endliche Reihen (ganze und rationale Functionen von x 
und bez. von 1 — x) sind, die nicht unendlich werden können. Setzt man 
nun a? = 1 in die vorstehende Gleichung, so wird die FFunction rechter 
Hand gleich Eins, und man erhält 

F (a, /?, Y, x) = c 

Setzt man a? = 0, so wird die FFunction linker Hand gleich Eins, und 
es ergiebt sich 

F(a,/?, « + /? — y+1, 1)=! 

in welcher man darauf yfüra + /? — y+i schreiben kann. Die obige 
Bedingung findet statt, wenn entweder a odjer ß eine ganze und negative 
Zahl *) und nur nicht y eine kleinere oder eben so grosse, ganze und 
negative Zahl ist. Ich will daher die obige Gleichung so schreiben : 

F(— a,/J,y,a;) = cF(— «,/?,/? — a — y+1, \—x) 

wo a eine ganze und positive Zahl sein soll, ß und y aber beliebige 
reelle Grössen sind , letztere jedoch dein oben aufgestellten Ausnahme- 
fall unterliegt. 

Die Constante c kann nun durch die Yergleichung des in jeder 
FFunction mit der höchsten Potenz von x, das ist mit xf*, multiplicirten 



*) Die FFonctioneD können auch bei gebrochenen Werthen der beiden ersten 
Elemente derselben endliche Reihen werden, wenn nur zwischen a und ß gewisse Re- 

lationen statt finden; z. B. für « = — y, /? = — , wenn d eine ganze und 

positive Zahl ist. Diese PMlle werde ich aber hier ausschliessen. 
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Gliedes bestimmt werden. Man findet leicht das allgemeine Glied der 
F Function links vom Gleichheitszeichen = 

^ '^ 4.2 ... 1. y.y4-4...y + ,-4 

und das der FFunction rechts vom Gleichheitszeichen = 

^ 4.8 •./!? — a—y + 4./? — a—y + J...^ — « — / + i ^ ^^ 

Das letzte Glied wird daher = 

/ ä a /y./g+4.../y + i.-4 ^ 

. ^ ^ y.r + 4...r + «-4 ^ 

Aber das in der Entwickelung von (1 — x)" mit jf multiplicirte Glied ist 
= ( — x)', hiemit wird sogleich 

^ — ^~^J 77+^ r+«-< 

Um diesen Ausdruck auf /ZFunctionen hinzufuhren, dient die Funda- 
mentalgleichung der Theorie dieser Functionen , nemlich 

wo z jede beliebige reelle Grösse sein kann, n hingegen eine ganze und 
positive Zahl sein muss. Wir bekommen hiemit die Gleichung 

(9) F{-a,ß,r,x) = {-i)' ^'^^-j;^^^^^^^ F{-a,ß.ß-a-r+i,i-^) 

die auch in § 2 Anwendung finden wird. Setzt man nun hierin x = i, 
so bekommt man die Summenformel 

(D) F(-a. f, r. .) = {-*r- n"y.-4.z~^:-<^ 

und setzt man ^ = 0, so bekommt man eine Formel, die nach der Sub- 
stitution von yfür/J — a — /+4 mit. dieser identisch wird. Da 

n[—z) = 00 . 

wenn z eine ganze und positive Zahl ist, so giebt die Formel (D) fol- 
genden merkwürdigen Satz, dass 

F(— a,./5f, y. 1) = 
wenn ß — a — y eine ganze und negative Zahl, und 

/? — y>0 
ist. Wenn /?=y ist, so versteht sich dieses von selbst, da 

F(-a,/?,/?, ^) = (1-1)- 
ist, aber wenn das zweite und dritte Element einander nicht gleich sind, 
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SO ist die FFunction keine Binomialformel. Die Summenformel (D) wird 
unbestimmt, wenn ß oder y ganze negative Zahlen sind, welches davon 
herrührt, dass in diesen Fällen die Constante c eine andere Form an- 
nimmt. Sei überhaupt ß eine negative Grösse, dann ist leicht zu finden, 
dass der obige Ausdruck für c die folgende Form annimmt : 

y-y+< . . y + « — ^ 

Hiemit ergebt sich 

F(-«.-/y,^ar)=gg^-^j^^'ji;JF(-«.-^,- \~x) (Iff) 

und nachdem x = \ gesetzt worden ist 

die mit der Gaussischen Summenformel (A) identisch wird , wenn darin 

— a statt a, und — ß statt/? geschrieben wird. Die vorstehende Ab- 
leitung setzt zwar voraus, dass a eine ganze und positive Zahl sei, 
welches die vorhergehende Ableitung der Formel (A) , so wie die von 
Gauss selbst, nicht verlangt, die vorstehende Ableitung zeigt da- 
gegen aber, dass wenn a oder ß ganz und positiv ist, die Bedingung 
y — ß — a > nicht für die Gültigkeit derselben erforderlich ist, 
welcher Umstand nicht aus jenem Beweise hervorgeht. Setzt man 
X = in (10) und schreibt 

y für a + ß + y — 1 
so bekommt man 

Ff— « —ß —y i)= ^iY-'')^ir-ß) (Y) 

welche mit der Summationsformel (B) identisch wird, wenn man darin 

— ß tiXT ß schreibt, woraus folgt, dass diese auch für negative Werthe 
von /Jund y gilt, wenn nur nicht y — ß oder y negative und ganze Zahlen 
sind. Es folgt femer aus der vorstehenden Summationsformel der Satz, 
dass F (— a, — /?, — y, 1) = 

ist, wenn y — a — ß eine ganze und negative Zahl ist, und nur nicht zu- 
gleich y — a und y — ß ganze und negative Zahlen sind. Setzt man end- 
lich — /? für /?, und — y für y in den obigen Ausdruck für c, so entsteht 

C—[ V y.y_^ Y-a+i 

und hieraus ergiebt sich, sowohl für a: = 1 wie für ir = 0. 

Ff ^ R ^ k\ .^^ i na ^(y — «) -y7(« + /g — y— 1) fry\ 
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welche mit (C) identisch ist. Ich bemerke schliesslich, dass oian diese 
Summenformeln auch aus der Gaussischen vermittelst der angefilhrten 
Fundamentalgleichung der //Functionen ableiten kann. 



8. 

Wenn man u auf reelle Weise beschränkt, so sind im Vorher- 
gehenden alle Fälle erschöpft, in welchen Quf = werden kann^ giebt 
man aber u imaginäre Werthe, so werden andere Bedingungen möglich, 
und es öfftiet sich ein neues Feld fUr die Suinmation der FFunctionen. 
Der allgemeinste Ausdruck, den man fürti wählen kann, ii^t der folgende : 

M = r (cos 9y + / — \ . sin sy) 
wo s, r und y reelle Grössen sind, von welchen ich hier nur y als ver- 
änderlich betrachten werde. Substituirt man diesen Ausdruck in (3), 
und verleibt den constanten Factor r^+«-* derwillkUhrUchen Constante k 
ein, so ergiebt sich 

Qu' = kf'f^ (cos [(/-/?)?+ G?+t-1)^] + /=r. sin [(y-/9)g+(/5+t-<)«y]} 
wo \ — r cos sy =p cos q 

— r sin sy =p sin q 

ist. Derselbe Werth von u giebt femer, wenn man stets die constanten 
Factoren der Constante k einverleibt, 

P(h = kp^-fi-'{cos[{r-ß-i)q + ßsy]+y/^^.sin[{r-ß-i)q+ß9y]} 
q) [xu) = A~" (cos al — /_r sin al) 

^^ \ — ar cos «y = A cos / 

— ^ sin «y = A sin / 

ist. Substituirt man diese Werthe in (1), und setzt darauf den reellen, 
und den imaginären Theil dieser Gleichung, jeden fUr sich, gleich Null, 
so bekommt man die folgenden zwei Ausdrücke : 



F (a, /?, y, x) = 



J^ ^ "^ V^ ^ * co»[(y-/?-4)(? + /?*y-«Z](iy 



J^ p^ ^ ^ C08[{r^fi'-^)q + ß$y]dy 



F(a, ß. y, X)=y, —- 

jf p^ ^ sxn[(r^ß^h)q + ßiy\iiy 
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wo die Grenzen der Integrale wieder durch die Bedingung bestimmt 
werden müssen, dass an jeder derselben der obige Ausdruck für Qu' = 
werde, ohne zwischen denselben unendlich werden zu können. Es ist 
hiebei noch zu bemerken, dass wenn nur die eben ausgesprochenen 
Bedingungen erfüllt werden, die Grenzen des. imaginären Theils anders 
angenommen werden dürfen wie die des reellen. 

9. 
Es Würde mich zu weit führen , wenn ich jetzt alle Falle unter- 
suchen wollte, in welchen die Bedingungen für Qu' ={) erfüllt werden 
können, ich muss dieses auf eine andere Zeit verschieben, und darf mich 
hier nur mit dem Falle beschäftigen, welcher in § 2. angewandt werden 
wird , und überhaupt die Veranlassung dieser Untersuchungen gewesen 
ist. In diesem Falle sind — et, — ß und y ganze und positive Zahlen, und 
es ist überdiess a? =^ — 1 . Führen wir diese Annahmen in die Formeln 
des vor. Art. ein, so dürfen wir r = i und « = 2 setzen, wodurch 

p = 2 sin y, 9 = -^ + y 
wird, wenn n dasVerhältniss des Kreisumfanges zum Durchmesser bezeich- 
net. Hiemit erhalten wir, wenn wir fortfahren alle constanlen Factoren 
der willkührlichen Constante einzuverleiben , und — ß slatt ß schreiben, 

Qu' = ksm^'^^y {cos{y-ß+2i-2)y + y/^. sin(y— /?+8t-2)y} 

Da nun y und ß positiv sind, so wird unabhängig von i, Qu'^=0, wenn 
y =^0, = TT, = 27r, etc. wird, ohne je unendlich zu werden. Für die 
Integrationsgrenzen können wir also setzen 

a = 0, 6 = TT 
Verbindet man ferner die Annahme x = — 1 mit r = 1 und « = 2, 
so wird h = 2 cos y, l = y 

und wenn man diese Werthe in die beiden Summenformeln des vor. Art. 
substituirt, und darin — a statt a, und — ß slatt ß schreibt, so wird 

I cos"y sin ^"""t/* COS (/ — /? + « — <)t/. <ty 

F (- «> -fi^ y, - 1) = 2'' ^^- ' 

/ sin''+'* \. cos (Y — ß — V,y. dy 
Jo 

cos"y sin'"^'^"" y. sin (y — /? + «— ^)y. dy 

,. ^_,, _^,, ^, _ .^ ^ , -^-r . 

l^sln^'^^ \. sin {y — fi — i)y.dy 
Abhandl. d. K. S. Ges. d. Wissensch. IV. 22 
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Ich lege in diesen Formeln den Elementen a, ß und y die Bedeutung 
unter, dass sie ganze und positive Zahlen sein sollen, weil dieses der Fall 
ist, in welchem ich sie weiter unten anwenden werde. Es ist aber leicht 
zu erkennen, dass die Gültigkeit derselben nicht auf diese Bedingungen 
beschränkt ist. 

10. 

Für die Anwendung der oben gefundenen Summenfonneln auf den 
genannten Fall ist vor Allem zu bemerken , dass man sich der ersten 
bedienen muss, wenn y + ß — < eine grade Zahl ist, indem in diesem 
Falle der zweite Ausdruck y wird. Wenn dagegen y+ /? — \ eine un- 
grade Zahl ist , so muss die zweite Summenformel angewandt werden, 
indem dann der erste Ausdruck y wird. Es tritt hier der Fall ein, dessen 
in Art. 2 gedacht wurde, dass nemlich in den angeführten Fällen die 
Gleichung (2) = wird, und daher nichts bedeuten kann. 

Um die Integrationen auszuführen , sei nun 

wenn y + ß — < grade ist, 
cos "y. sin^ ^^^^y = 

^J^^^Li Kcos(y + /^ + «— 1)y-f fl^cos(y + /g+f< — 3)y-H... 
-f ö, cos (— y_/?_« + 3)y + a^cos ( — y — /*— a + 1)y} 

und wenn y + /? — \ ungrade ist, 
cos "y. sin J+'^-^y rr= 

^T+.+Li K-^in(y + /? + «— 1)y + a, sin(y + /?+«— 3)y + ... 
— a, sin (—/ — /? — «+ 3)y — a<j sin (— y — /J— a + 4)y) 

dann ist offenbar im ersten Falle 
/ cos«y. sin>'+'*-*y. cos (y — /? + « — 1)y. dy = it ^T+z^-ht-t ^ß 

und im zweiten Falle 

f cosY sin^+^-^y. sin {y — ß + a — i)y. dy = n 'tV. . Lt ^/^ 

Die Integrale der Nenner können wir bekannten Formeln entnehmen, 
denn man weiss dass 
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ist, wenn p und q ganze und positive Zahlen bedeuten , und 

p<q 

ist. Substituirt man diese Ausdrücke in die Summenformeln des vor. Art., 
so ergiebt sich, y + ß mag grade oder ungrade sein, 

F{-a, -ß, r,-i) = (- iV "'f,V^"y <^^ (11) 

für welche nur noch der Ausdruck von a^ zu ermitteln ist. Es ist viel- 
leicht tiberflüssig diesem hinzuzufügen, dass wenn z eine ganze und 

positive Zahl ist, 

11 {z) = 1. 2. 3...Z 
und ausserdem 

n (0) = 1 

ist. Zur obigen Summenformel ist noch zu bemerken , dass durch die 
Yertauschung der Elemente a und ß mit einander daraus eine ähnliche 
entsteht, die im Allgemeinen die Summation vermittelst anderer Zahlen- 
werthe der in dem Ausdruck vorkommenden Factoren giebt, und dass 
daher Fälle vorkommen können, in welchen es in den Anwendungen 
vortheilhafter ist, sich der durch diese Vertauschung entstehenden Sum- 
menformel zu bedienen. 

Diese Formel giebt nicht blos die Summe der bezeichneten FFunction, 
sondern auch die einiger anderen. Die allgemeine Verwandelungsformel 

F [a, /?, y, X) = [\ — xy^ F («, y — /?, y, -^) 

giebt 

F (— «, r + ß. y, i) =^F (-«, — /?, y, - 1) 

F [Y^a. —ß. y, i) =^F (- «, —ß. y, —1) 

und die Summenformel (11) giebt daher auch die Siunme dieser beiden 
FFunctionen , in welchen das vierte Element = \ ist. Ferner, die 
Gleichung (10) des Art. 7. giebt wenn man ä; = — 1 setzt 

und die vorstehende allgemeine Verwandelungsformel giebt, wenn man 
X = % setzt, 

22* 
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F(-a,-./J,-(a+/?+y-1), 2) = (-1)« F(-<.,-(a+y-1),-(a+/?+y-1), 2) 

weshalb man auch die Summe dieser FFunctionen, deren letztes Element 
= 2 ist, durch (H) erhält. 

Zur -Ermittelung des Ausdrucks ftJr a^ werde ich mich der imagi 
nären Exponentialfunctionen bedienen. Setzt man 

2 cos y = ;j + ~ 

und substituirt diesen VVerth, so wie die andern auf bekannte Weise 
daraus folgenden, in die Gleichungen 

cos«y sin^y = -^^^^ {a,, cos (« + fc)y + a, cos (a + fe — 2)y + . . .} 
und bez. 
cos «y sin ^y = -^V^ {% sin (« + k)y + a, sin (a + ft — 2)y + . . .} 

des vor. Art. , in welchen ich zur Abkürzung k statt y + /? — < ge- 
schrieben habe, so werden beide durch die folgende Eine dargestellt, 

die man durch Anwendung bekannter Verfahren entwickeln kann. Nimmt 
man die Logarithmen , so wird 

«log(z+^)+Älog(2;— y) = log(flo^"+' + a,^"+^-* + a,^"+^~' + ...) 
welche Gleichung durch die Differentiation 



«•-4 



/ I i.\ «4-4—1 , , I , a, «4-4 — 3 I / I . #* «4-4 — 5 , 

a-l-4 , « + 4-2 , « + 4 — 4 , 

giebt. Schafln man hier die Nenner weg , vergleicht die gleichartigen 
Glieder mit einander, und schreibt wieder ß + y — 1 statt k, so be- 
kommt man, da ausserdem leicht zu finden ist, dass ao^= ^ wird, 
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«, = (« — /? — y-i-<) 

. a, = i (« — ß — y+i) a^ — i(« + ß.+ y—^) 
a, = i{a — ß — y + i)a,— ^{a + ß + y-2)al 
0^ = i{a — ß — y + i] a^ — i ia + p + y — 3)0, 

etc. 

woraus jeder aCoeftjcient mU Sicherheit berechnet werden, kann. 
Um dieses .durch ein Beispiel zu zeigen , sei ausser x = — i 

dann wird 

a — ß — y+ i =4, a+pf + y— 1 =20 



(12) 



«2 = T «1 



20 



^-2 



4 
4 
4 



47 



va« = + 80 



^«, = +104 
- 112 



45 
7 * 



¥«. 



-238 



Es ist leicht zu finden , dass 

ist, und wenn maa daher diese Rechnung weiter fortsetzt, so muss man 
nothwendig auf dieselben Zahlen zurückkommen, wodurch man eine 
Controllexier Rechnung erhält. Eine^andere Eigenschaft der aCoefBcienten 
ist die, dass sie alle unter den obigen Voraussetzungen ganze Zahlen sein 
müssen, diese kann auch oft dienen um Fehler in der Berechnung der- 
selben zu entdecken. Durch die Summenformel (11) erhält man nun 

F(— 12, — 8, 1,-1) = — 238 ^S'w^^' = — S!38 
Rechnet man die Reihe selbst, so wird 
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F(_12, _8, 1, ~1) = 1 - ^ +.-!14i^ + etc. 

= 1 — 96 + 1 848 — i 2320 + 34650 — 44352 

+ 25872 — 6336 + 495 
= — 238 • 
wie oben. 



12. . 

Man kann auch Ausdrücke geben, durch welche die aCoefficienteo, 
jeder für sich, erhallen werden. Sei e eine ganze und positive Zahl, and 

a- ß-y+ \ = ±e 

dann ist auch stets ~* eine ganze und positive Zahl , die Null ein- 
geschlossen. Es wird hiemit 

(^+v)-(-^)'"-'=('H)-(-t)-=(''-:.)-(-t)' 

und die Entwickelung der Binomien giebt 

{z'- v)^ = z'-' - 4^ z' * + ^~*/.7'-' z'-'-' + etc. 

(z + i.y = z« + -f z'-» + * •/ 7I Z-* + otc. 
woraus sogleich 



(13) 






a. 



'2 1.2 2 



«» = ±1-77278 T'-%^\ 



a 



«.«—4.« — 2.« — 8 «.«—4 1 — « , jl— «.Jl— 6 — 2 






* 1.2.3/4 4.2 2.^ 2.4 

^» — I 1.2. .5. 4.2.8 "T" + 1 2TI 



a, 



«.«— 4..Ä— 5 «.«—4..«— 8 A— * , t.c— 4 A— £.A— «— 2 1— <.A--«-2.i— *-^ 



'6 4.2. .6 4. 2. .4. 2 '4.2 2.4 2.4.6 

etc. 

folgt. Wenn man den letzten der durch (12) berechneten aCoefficienten 
auch durch den bezüglichen Ausdruck (1 3) berechnet, so erhält man 
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auch eine Gootrolle fUr die Richtigkeit der numerischen Rechnung. Für 
das obige Beispiel wird « = 4 und A = 20, und daher durch (1 3) 

ag = 28 — 336 + 70 ^ ~ 238 
wie obeh. 

13. 

Man sieht aus dem Vorhergebenden , dass die //Functionen , die 

wir hier betrachtet haben, sich im Allgemeinen nicht durch ein einziges, 

aus //Functionen bestehendes Glied darstellen lasseh, es giebt jedoch 

besondere Fälle, in welchen dieses möglich wird. Unter diesen will ich 

erst den Fall 

. = 

betrachten. Die Gleichungen (1 2) geben in diesem Falle sogleich 

o, = 

a, = — i(a+/? + y— 1) 

«4 = — i («+/? + / — 3)a, 
etc. 

und es wird daher, wenn ausserdem ß. ungrade ist, 

F(— «,—/?. y, — 1) =0 

und wenn ß grade ist, 

welcher Ausdruck denen der Art. 5. und 6. analog ist. Ein anderer Fall, 
in welchem ein analoger Ausdruck entsteht, ist der, wo 

e = \ 

ist. Die Ausdrucke (1 3) geben in diesem Falle 

x—\ —x — \ 

«» = »— «8 = + -j— 

«4 = jT» ' «5 = ± JT* 

etc. etc. 
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Hieraus folgt, 

wenn ß eine grade Zahl ist, 

\, ' r^* : ^ ^ /r(y+^^i)/i(ii±p?)/7(4) 

und wenn ß eine ungrade Zahl ist, 

wo das obere Zeichen gilt, wenn ' . 

und das untere, wepn • ^ 

a — ß — r+ ^ = — i 

ist. In meiner vorigen Abhandlung habe ich durch eine, von der hier 
angewandten gänzlich verschiedene, Methode die Function 

F ( — /Li, fi, 1 , sin ^k) 

und deren erstes Differential in Bezug auf k, in dem Falle wo ft = ~ 
summirt, diese Functionen gehören in den eben behandelten Fall, und 
ich werde daher zeigen, dass das sich aus den hier entwickelten Aus- 
drucken ergebende Resultat mit jenem übereinstimmt. Es wird ver- 
mittelst eines bekannten Satzes 

^^'"^-;^-'-^'"'^^ = — V sin* cosfe Fj(1— ^, 1+^, 2, sin^ft) 

und die beiden zu summirenden Functionen sind daher 

F(— ^, ^, 1,i) und — ^2F(1— ^, <+^, 2, i) 

die ich der Ktirze wegen mit F und F' bezeichnen werde. Durch die 
Verwandelungsformeln des Art. 9. bekommt man nun zuerst 

Es ist also hier bezüglich • 

«.= //, ß = /j;^-'i,y = i 

und a = ^ — 1,^z=^ — 4,yzz=2 

es wird daher für die erste Functioji . 

a — ß — y^ i = + 1 

und für die zweite 

a — ß — y+1 = — i 
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Substituirt man diese Werthe der Elemente a, ß und y in die obigen 
Summenformeln , so bekommt man 

wenn ^.ungrade ist, 



und wenn /n grade ist, ■ 



■F = i^^ 



//(/«-<) 



oder wenn man die /ZFunctionen ausschreibt, 

wenn /ti ungrade ist, 



(—4)"^ 4.8.5..^ — J 



F = 

2 2.4.6. ,fi. — h 

F== — 2fiF 

und wenn /i grade ist, 

P __ (~4)'^ 4.8.5. . ./t — 4 
J * 2.4. 6. . .^ 

F = 2,iF 
mit jenen Resultaten übereinstimmend. 

§11. 

Entwickelung der negativen und ungraden Potenzen der Quadrat- 
wurzel der Function 
r^ + r'^ — 2rr' (cos U cos U' + sin U sin U' cos /) 

nach den Potenzen von r und r\ und den Cosinussen und Sinussen der Viel- 
fachen der wahren Anomalien. 

1*. ' * 

Es sollen fortwährend r der Radius Vector des Planeten m, r der 

des Planeten m bedeuten, und 

r' >r 
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sein. Den Winkel zwischen dem Radius r und der gegenseitigen Knolen- 
linie der beiden Bahnebenen nenne ich l/» und den zwischen r'^and 
demselben Theil derselben Knotenlinie U'; die Neigung der Bahnebenen 
gegen einander sei J. Es ist zwar hier gleichgültig, ob man für J den 
spitzen oder den stampfen Winkel wählt, den die beiden Bahnebenen 
mit einander machen, um aber von einer festen Regel auszugehen, 
werde ich annehmen, dass J nie grösser sei wie 90^ Die Winkel 
U und U' müssen ihren Anfang in den Theilen der Bahnebenen nehmen, 
die diesen Winkel / einschliessen , und es ist folglich , wenn der Winkel 
zwischen r und r mit H bezeichnet wird, 

cos H = cosU cos ü'+ sin U sin V cos / 

= cos ^J cos {U— U) + sin ^J cos {U'+ V) 

Nennt man die gegenseitige Entfernung der beiden Planeten A, so wird 

A' = i^^r'^— 2rr' cos V cos (ü — U) — 2rr' sin V cos (ü'+ U) 

Um diesen Ausdruck, so wie dessen Entwickelung, auf den Fall an- 
wenden zu können , wo der eine der beiden Himmelskörper rUcklüuGg 
ist, braucht man nur in den Formeln der elliptischen Bewegung des- 
selben die mittlere Bewegung negativ anzunehmen. Sei nun 

f cos %J =a\ y sin ^J = /?, 

dann lässtsich der vorstehende Ausdruck leicht auf folgende Form bringen, 

(1 4) • ^^' == 1 — 2« cos {U — U) — %ß cos (r+ V) + a' + 2a/J+/J* 

die eine Verallgemeinerung der bekannten Form 

1 — 2y cos a; + y* 
ist, und in diese übergeht, wenn man entweder a oder ß gleich Null 
macht. Setzt man femer 

2 cos [U—V) =/) +i-, 2 cos (r/'+ f/) = g + I 

dann sind p und q die den Bögen V — V und f/'+ V zukommenden, 
imaginären Exponentialfunctionen; ncmlich, wenn man die txrundzabl 
der natürlichen Logarithmen mit c bezeichnet. 

Durch die Substitution dieser Ausdrücke bringt man (1 4) auf folgende Form 
(15) ^ = ^^-ap-ßq){^-l-t)-aß^lß^-^)■ 

welche ich der beabsichtigten Reihenentwickelung zu Grunde legen werde. 
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.15. 
Durtjh die Entvvickelung der Factoren und des Quadrats des Aus- 
drucks (1 5) kann man leicht seine Identität mit dem Ausdruck (1 4) nach- 
weisen, allein man kann ihn auch auf die folgende Art direct finden. 
Ich beziehe die beiden Körper m und m auf die Achsen der rechtwink- 
lichen Coordinaten x, y, z, und x, y\ z. Die Ebene der Bahn des m 
soll die ^ Ebene, und der aufsteigende Knoten von m aufm' die ^ Achse 
sein, dann haben die Coordinaten von m und m folgende Ausdrücke, 

X = r cos V , X =^r cos U'> 
y = r cos / sin U, y = r sin U' 
z = r sin J sin U y z = 
und es ist 

^^ = {x'-xf + {y-yf + z' 

= {x'—x — (y''-y) /=ri} {x-x + iy'—y) /—{} + z' (16) 

Die vorstehenden Ausdrücke der Coordinaten geben aber 

X — x — (y — y) /^ = r (cos U' — /m? . sin ü' ) — r (cos U — /^ . cos / sin U) 

C yCOS^yJ.C — ysm^jJ.c j 

= r'c-^'^^ (i — ac<^'-^> ^^ — /Sc^^'+^^ ^ 
= rc-^'^^(1 — «p— /?9) 

und wenn man hierin — //^IH" statt y^^IT schreibt, so erfolgt 
X-X + (y'-y) yT-i = rc""^' (^ - ± - £) 

m 

Die Gleichungen 

geben 

also 

und hiemit erhält man 

^=_.v(/T-ro* 

Substituirt man diese Ausdrücke in (16), so geht (15) daraus hervor. 
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16. . . 

leb werde nun zuerst den Ausdruck (1 5) nach den Potenzen von 
a und ß entwickeln*/ und den allgemeinen Ausdruck der Goefficienten 
ableiten, es ist klar, dass man durcb die Summation dieses Ausdrucks 
in Bezug auf alle Glieder, für welcbe die Summe der Exponenten von 
a und ß dieselbe ist, den Goefficienten der betreffenden Potenz von y 
erhält. Sei 

F=\-ap-ßq. F=1.-J-f 

dann wird (15) 

und die Reihenentwickelung giebt zuerst 

Von dieser Reibe lässt sich leicht das allgemeine Glied aufslellen. Der 
u^ Binomialcoefficient der Potenz ^^^ hat folgenden Ausdruck 

/^7^ _ TT (am + au) n(m) 

^ ^ «*•* /7 (m + f#) /J (2m) n [u) 

wo die Argumente der //Functionen stets ganze und positive Zahlen 
sind, weil m eine solche Zahl bedeutet. Also der «*• toefficient der 
Potenz — 4^ ist = _ z?"!»«) 

a'M/7(ti)r 

und die obige Reihe wird daher durch folgenden allgemeinen Ausdruck 
dargestellt, 

w i= k:: <^ r ^^- cn - -^ (n - ff)- 

welcher nun weiter zu entwickeln ist. • • 

17.- . • 

Durch Hülfe des Ausdrucks (17) bekommen wir zuerst 

• F- ^ = ^- ^ -^"'*+'"' ^^"" {ap.+ ßq)' • 

• v^n{u + n)n{iu) n{n) ^ ^ ^ ''^^ 

aber der Goefficient von a* ß' in der n**" Potenz von ap + ßq ist = 

jfc + f.jfc + f — 4.fc + < — a.... fe + 4 
4 . « . 8~ . . . z 

und. da in jedem Gliede fc + / === n ist, so kann man diesen Goefficienten 

auch so schreiben -^(») 

n{k)n{i) 
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Es wird also 

^ r* n(u-\-n) n{iu) n[k) jt{1) ^ ^ 
Der Coefficient von c^ß' ist hier stets ein einziges Glied, welches, 
auch mit p'^q^ multiplicirt ist, da nun F'aus F durch Verwandelung von p 
inj»—* und q in ^""^ hervorgeht, so wird die Entwickelung von F' — V- 
aus der eben abgeleiteten durch- blose Verwandelung von p'^q' in p^^q^' 
erhalten. Es ist daher 

' 2*" // (tt+n) n («1«) n (Ä) n{i) ^ ^ 

Im Product dieser beiden Grössen kann der Factor a*/?' durch alle mög- 
lichen Verbindungen von fc = 0, / = bis A = ä, / = / hervor- 
gebracht werden. Nemlich die in F' — V" mit 

a^'ß^, aV, «V*^ • • • • «V 
a/?^ «/?, aß"" aß^ 

a'V^ «V' «V> «V 

multiplicirten Glieder geben, wenn sie bez. mit den in F 2~ mit 
«V'. aV"V «*/?'-*, «V^ 

«V', aV'~*. «V'"'. «T 

multiplicirten verbunden werden, Glieder die alle mit «*/?' multiplicirt 
sind. Diese Verbindungen sind die einzigen, die solche Glieder hervor- 
bringen können , und sie unterscheiden sich alle durch die Exponenten, 
die p und q bekommen. Diese sind für die obigen Verbindungen der 
Reihe nach 



fq\ p'q'-\ p'q'-\ ■ 


. . . p*q-' 


p^-^q', f-*q'-\ p*-»q'-\ . 


. . . p^-^q-' 


p-'q', p-'q'-\ p-*q'-*, 


.... p-*q-' 



Der Coefficient eines jeden dieser Glieder ist Ein Glied, denn jede dieser 
Potenzen wird in dem Coefficienten von a'^ß' nur Einmal hervorgebracht. 
Denkt man sich nun ausser unter k und / auch unter r und a zwei 
ganze und positize Zahlen, die Null eingeschlossen, so kann man das 
allgemeine Glied 

in [FF') - -"?- mit «V'P*"*"?'"*" 
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muliiplicirt sieb denken, und dieses kann nur auf Eine Art, ocmlich 
durch .die Multiplication des 

\n F 2- von ä' ß'' p^^ q"" 
abhSingigen mit dem 

in F "■ "^ von «*"*/?'-*' p*-^ 9'-"*' 
abhängigen entstehen. Setzt man daher 

(19) {FF) -^ = 2M {K l) «*/?' 

WO also überhaupt M {k, l) den Coefficienten des in [FF') "" 2 mit 

«*/?' multiplicirten Gh'edes bezeichnet, und 

(19*) M (ft, /) = ^iV(T/a)p*-**?'-*^ 

so dass überhaupt iV(T, o) den Coefficienten des in M (ft, /) mit p^-^q'"^" 

multiplicirten Gliedes bezeichnet, so erhalt man sogleich 

(20) N (t a)= 77 (au + %v + %w) n [%u + «r + aa) {n w)« 

^ ^ ^' ^ «*"/r(f# + v + w;} /r(tt + r + a)(/r(Ju))«/7(v)/l'(w7) 77(r) 77(a) 

WO 

ist. Die eine Summation des Ausdrucks (19^) muss 

von T = bis r = k 
und die andere 

von = bis a -=-- l 

ausgedehnt werden. Da aber das Product FF' reel ist, und keine Sinusse 
enthält, so müssen die Coefficienten der negativen Potenzen von p und q 
denen der gleichen positiven gleich sein, und gleiches algebraisches 
Zeichen haben. Man braucht daher die Summation nur bis dahin aus- 
zudehnen wo beide Exponenten negativ werden. 



18. 
Da der r^ Binomialcoefficient der m**" Potenz 

//(m) 

7/ (r) 77 (m — r) 

ist, so bekommt man sogleich 

V2m 



(20*) (fi-ri) 



9 

9" "^ 77(2) 77 (2u — 2) ^""^ "*" 77(tt)77(2u 4) 9'*~* X • • + ^u 

TT [in] /-* n{%u) p"-^ + ... + ^(»<^) g"~' 1 

77(1) 77(2ti-.1) 9**-* "'' 77(3) TT (2f*— 3) 9""^ TT (4 ) 77 («tt - 4 ) p""~M 
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Es ergiebt sich aus diesem Ausdruck, dass die*Form der Glieder 
in dem CoefficieoteD von a*/S' in der Entwickelung von -^ schliesslich 
eine zweifache ist, und dass die Glieder der einen Form, welche aus 
der ersten Zeile des vorstehenden Ausdrucks entstehen werden , mit 

hingegen die der andern Form, die aus der zweiten Zeile hervorgehen 
werden, mit jfr-2T-i ^/-2a-i 

mnltiplicirt sein werden. Setzt man daher 

SO wird der Coeificient E {k, l) die folgende Form haben 

und die Aufgabe besteht zunächst darin , die Ausdrücke dieser G und 
fl^Coefficienten durch bekannte Grössen zu erlangen. 

Substiluirt man zuerst den Ausdruck (1 9) in (1 8), so bekommt man 

MM)=«(*-M-«)^4^.(ri-rfr 

= *■ C /) (ff - ßT (22) 

wenn man 

setzt. Setzt man andrer Seits 

M' {K l) = SN' (t, a) . p*-«^-«^/-ta-« (23) 

dann giebt der Ausdruck (20) 

iy(T,o)= ,^ ^ . ITiU+^-^-Ju) miu + ^r + la) .^^. 

%^''-^n{v+w^u)rr{t+a+u)n{iu)n{V'^u)if{w—u)n(T)n(a) ^ ' 
indem durch die Substitutionen k — u statt &, und / — u statt / 

n in n — 2m, v in v — u, und a; in ii? — u 
übergehen. Schreibt man nun zur Abkürzung 

(n_n)"=x-x' 

und versteht unter X die erste, und unter — X' die zweite Zeile des 
Ausdrucks rechter Hand in der Gleichung (20*), so wird vermöge der 
Gleichungen (24). (22) und (23), zuerst 

i'G (r, o) />*-*' g'-«» = ^XiV' (t, o) p*-*'-« ^'-*— « 

SH (t, o) p*-«'-1^/-»»-I = it-X'iV'(T, O) ;,*-«'-«^'-««-« 
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and da diesä Gleichungen identisch sein mttssen, so bekommt man durch 
die Substitution der Ausdrücke von X und X' in dieselben sogleich 

C(T,o)==^'jiV'(r,o-«)+-„ (j;yj.,) iV'(r-i,«T-«4i) + ..- 

wo die Summationen sich auf.M beziehen,- und auf alleWerthe desselben 
ausgedehnt werden (oüssen, die Glieder geben, die nicht Null werden. 



19. 

Substituirt man nun für die iV'Coefficienten ihren Ausdruck (24) 
in die oben erhaltenen Ausdrücke, so ergiebt sich 

(25) G (r, a) = JSTT, Ä (r, g) = KT 

wenn 

2^" n{v+w) /r(T+<j) //(v) jr{w) ii(r) n(a) 
rp V, ( a^" n {V) n ja) a^*» n [v) ir (w) n (r) jr (o) 

(//{w— t#)//(a— f*j//(2ti)"^//(v-i^f4)//^a-tt+<)//(u;— 4)//(r--«)//(iM-8]//v<, 

j^ a^" JT jv) IT jw ) IT (r) IT [a] 



^ //^(v— tt + i) 7/(a-tt+2) //(m; — 2)//(f-a) //(2u — 4) 71(4) 

, a'^ n[v) II [w) n{t) n{a) 

"^ Iliw-^u + i) 7/(r—tt + <) i/(t; — <) // {a - i) //(2w — a) 7/(8) 



a"" 77(1^) 77 (r) I 

■*" 77(m;— tt) 77(r — t«) 77 {2w) J 



jn., 7 r(at?+at/;~a) 77(ar4-ag4-a) 

2-" 7/(t; + t<; — 4)77(r + a4-4)77(t;) 77 («;— 4) 77(r) 77(<j + 4) 

m/_y| a2"77(r)77(a + 4) _ 

^ '^ (77(v — tt) /7(a — w-f4) 77(2u—<) IT {i) 

a^ 77 (y) 77 (w — 4 ) 77 (r ) 77 (g 4-4) , 

■*" 77(v — w + <) 77(a — tt + 8) 7/(u; — 8) 77 (r — 4) 77 (2tt — 3) 77(8) "*"*'• 

, 2^"77(t)) IT{w^q II{t] n{a+i] 



77{u; -tt + 4j 77(r— ti + 2) 77 (v — 2) II{a — i] 77(att — 8] 77(3) 

4)77(r) ri{a+\) } 

(v — 4) 77 (a) 77(2tt — 4) 77(4)7 



a^** 77 iv) JI.{w ■ 



^ IT{w^u) IT{i-u + i) IT(v 

gesetzt wird. Die Summationen dieser Ausdrücke für T und T' müssen 
so ausgeführt werden wie am Ende des vor. Art. angeführt wurde. 
Man sieht hieraus leicht, dass in Bezug auf T die Summation sich, wenn 
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a <v 
im ersten Gliede von w = bis m = a 

- zweiten — - u = \ - tt = a+1 

- dritten — - w = 2- tt=:a+2 

u. s.w. 
und wenn 

a > v • 

itn ersten Gliede von u = bis u = v 

- zweiten — - tin^l- t/ = r+i 

- dritten — - w = 2- M^=v + ä 

u. s. w. 
erstrecken muss. Betrachtet man den Ausdruck für T näher, so findet 
man, dass das letzte Glied mit dem ersten, das vorletzte mit dem zweiten, 
u. s.w. identisch wird, wenn man in jenen w in v, und t in a verwandelt, 
und es ist leicht einzusehen, dass dieses so sein muss. Man kann daher die 
Grenzen der Summation auch so ausdrücken. Sie erstreckt sich, wenn 

T < IT 

im letzten Gliede von u = bis u =.t 

- vorletzten u = i - u = t + 1 

u. s. w. 
und wenn 

T > w 

im letzten Gliede von u = bis u = w 

- vorletzten u = i - u := w + i 

u. s. w. 
In Bezug auf die Summation des Ausdrucks für T' findet ein ganz ana- 
loges Verhalten statt. 

20. 

Um diese Ausdrücke für T und T' näher kennen zu lernen , ist es 
hinreichend die ersten Glieder derselben für 

M = 0, u = 1, u = 2, etc. 
auszuschreiben. Erwägt man dass allgemein 

77 (z + n) = (z + 1 ) (z + 2). (z + 3) . . . (z + n) 77 {z) 
ist, wenn n eine ganze und positive Zahl bezeichnet, so findet man 
leicht, dass 

Abbandl. d. K. S. Ges. d. WiMeusch. IV. 23 
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' ' + 2t.T + 2 ,.3.<., +y 4. 8. 5.«. ».3 + e'<^ 

+2TT + 2TTTT + 2'T-i- <.».♦.« + «^: 

"*■ 4.a.4.8 "•■* 4.3.4.J *4.4"*"^ 4.S.4.J 4.8.4.i + ^tC. 

+ etc. 

T^^ia+i) +2^. (o+l) !^' +2^. (a+1) ^-;"7';T +2*^ (<'+<) '"'T^^V:'^'^' + ^t 

+2^.(a+1) ni^V" +2^^(<^+1) '^^^OT^ • TT +2^^(<^+<) ^^^'J^^ • '^^S^ +e^ 
+ etc. 

^) wo in beiden Richtungen die Glieder so weit fortgesetzt werden mttssem 
bis sie Null werden, welches stets der Fall ist, da v, w, t und c ganze 
und positive Zahlen sind. Die vorstehenden Ausdrücke folgen einem 
einfachen Gesetze, und man erkennt leicht daraus, dass T wie T aus 
dem Product von zwei Factoren bestehen , von welchen der eine blos 
Function von v und a, und der andere blos Function von w und r ist. 
Der erste dieser Factoren in T' lässt sich überdies noch in zwei 
Factoren zerlegen. Setzt man nämlich 

*^ — ^ + ^ rr + ^ 4.3.4.2 + * i. 8. 5.4.2.8 + ^^^• 

so ist y yiy 

und setzt man femer 

= ^ + ^-iTr +2' sTs-Ti +^ 8. It. 7.4.1.« +^^- 

= ^ + ^~37r+- 3.5.4.« "^^ 3.S.7.4.S.S +®"^- 

SO wird T,= *v(o + 1) V'H" 



*) Ich bemerke biezu, dass wenn man statt dieser die letzten Glieder von T und T' 
fiir w IHK 0, w^i, etc. aasschreibt, man dieselben Ausdrücke bekommt, \relches a^oh 
nicht anders seiikkann. 
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21. 
Die eben gefundenen Functionen V, W, V und W §ind Gaussische 
hypergeometrische Reihen , in welchen das vierte Element gleich Eins 
ist. Vergleicht man sie nemlich mit der im § I. angeführten allgemeinen 
Form dieser Reihen , so findet man 

in y 

a = — tu /? = — a, yrr^4-, a?--^1 

X in W 

a:^ W, /? = T, r^==ii J? =^ 1 

in V 
a = — r + 1 , ß = — , r =^ i^ .r -=z 1 

in W , 
a = — w + 1, ß ^^ — T, y^^i, x=zi 

Da die beiden ersten Elemente dieser Reihen ganze und negative Zahlen 
sind, so kann man sie durch die Summa tionsformel (E) des Art. 7. 
Summiren , und erhalt dadurch unmittelbar 

n{v-i) 7f{a-i) 

iiT i7(-;)/r (t^+T- i) 

^'^ — /7(w;-«)/7{T-i)"~ 
~ /r(t;-i)/f{a + i) 
77(t^-i) //(T + i) 

WO die //Functionen in ihrer allgemeinen Bedeutung genommen werden 
müssen , aber durch die Reductionsformel 

WO n das Yerhältniss des Kreisumfanges zum Durchmesser bezeichnet, 
in solche verwandelt werden können , deren Argumente ganze und po- 
sitive Zahlen, die Null eingeschlossen, sind. Es wird dadurch 

y n (iv + 8o) n jv) TT (o) 

TT {v + a) TT {iv) 7/ (2a) 

W _ // (gu; -f 8t) // jw) TT (rj 
^ TT {w + t) n {2w?) TT {2r) 

y, _ . //(2t; + 2a) U jv) TT ja +i) 
Y ^ /J (V + a) 77 (2u;) 77 («a + 2; 



yy_ ö 77(2w + 2r)7r(u;)7r(r + 4) 
'^ * 77{i4; + rJ77(2tt;)77(2r + 2) 



23* 
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Man kann diese Ausdrücke, so wie die des vorvor. Art. für K und K' 
noch vereinfachen. Aus der für ganze und positive Zahlen stattfindenden 
Formel 77 (z) = 1. 2 . 3. . . z 

folgt leicht die Reductionsformel 



niii) 



Setzt man daher allgemein 



= 2M.3.5...2z — 1 



, ,. K . 3 . 5 . . . . « (g + j'j — 4 

9 \^> ^) 2.4.6. .«s. 1.4. 6. . .«1 

f ,. «i + l. «» + 3. 2Ä+.5...« (a + Jj) — 4 

n[z>z)^-^ -^~ 3— - -5 — iT=rr 



und wegen 77 (0) =^ 1 ins Besondere 
p (0,0)^1, p (0,z) = 

;r (0,0) T-1, 71 {0,Z^ rr^l 



pM^i, p (0,^ = |7^ vrirS^ 



so wird 

Ä nr^ p (v, ttj) . p (r, o) , Ä" = p (v, ttJ — 1 ) . p (t, a + 4 ) 



to + 1 



W-::.;r(u;,T) , W^'=--f 



(t^.r) 



also 

T=;r(t>;o).;rKT), T' ^ -^,^^^i^±i^ ;r (.. o) . « («. r) 

und wenn man diese in die (25) substituirt. 

G (t, o) = p (v, o;) . p (r, o) . TT (ti?, t) . TT (t;, a) 

womit die im Art. 18 angekündigte Aufgabe gelöst ist. In Bezug auf 
die p und tt Functionen bemerke ich noch Folgendes. Dass 

p (z, z) = p {z\ z) 

ist, oder dass man die beiden Argumente der p Functionen mit einander 
verwechseln darf, ist aus dem obigen Ausdruck dieser Function ohne 
Weiteres sichtbar, aber es ist auch stets 

n [z, z) = n [z, z) 

welches durch nähere Betrachtung des obigen Ausdrucks für diese 
Function leicht zu finden ist« 
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22. 

Durcb Hülfe der eben gefandenen Ausdrücke Tür die G und HCo- 
efBcienten giebt die Gleichung (21) sogleich 

E {k, l) = Sq (», w) . () (t. o) . TT (w. t) . n (», o) p*-»* g'-*" (26) 

-' S'i4$^(>(«'.«'-1)-C(T.a+1).;r(«,,r).^(r.a)p*-*-'g'-*'-' 

Dieses ist der einfache und allgemeine analytische Ausdruck der Co- 
efficienten der Entwickelung des Ausdrucks (1 5) von -~ nach den Po- 
tenzen von a und ß, und es lassen sich in demselben überdies noch die 
beiden Glieder in Eines zusammen ziehen , wie weiter unten gezeigt 
werden wird. Fürs Erste werde ich aber dieselben von einander ab- 
gesondert stehen lassen, weil ihre numerische Berechnung in dieser Ge- 
stalt Vortheile darbietet, die ich weiter unten naher erörtern werde. 
Für jedes paar gegebene Werthe von h und / müssen im ersten Gliede 
des vorstehenden Ausdrucks die Summationen sich 

von T = bis r ^==: ft 
und von = bis ö ^^ / 
hingegen im zweiten Gliede sich 

von r = bis r = fe — 1 . 
und von ö=0 bis a^^/ — 1 
erstrecken. Die Summe der Glieder, die mit «*/?' multiplicirt sind, ist also 

= (* + 1) (/ + 1) + ft/ 

und das erste Glied dieses Ausdrucks giebt die Summe der positiven, 
das zweite Glied dagegen die Summe der negativen Glieder an. Ich 
bemerke noch, dass in Folge des Art. 17 stets 

rizrzfc — T, w = l — o 

ist. 

Ehe ich weiter gehe, wird es wohl nicht undienlich sein zur Er- 
läuterung des obigen Ausdrucks ihn für ein paar bestimmte Werthe von 
k und / vollständig auszuschreiben. Sei k = 2 und / = 3, dann wird 
zufolge desselben der Coeflicient von a^/?^ in — ^ =: 
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E(2.3)»()(2,3).p(0,0).;r(2,0).7r(3,0)pY -iri^i%i).^{0,i).n{3,0).n{%(i)pq^ 
+ ^{2,^).^{0,i).n{%i).n{2,0)p'q -4f^()(2,<).(>(0.2).;r(2,0).;r(2M)/>«7» 
+V(2,1) .(»(0,2) . ;r(2,2) . 7i(1 ,0)p»9-' - 4 1^(){2,0) . ()(0,3) . ;r(4 ,0) . «(2,2)pg-» 
+ (,(2,0) . ()(0,3) . 7i(2,3) . ;r(0.0)p»5-»- 4 J^; ()(1 ,2). p(1 ,1) . jr(3.1) . ;r(1 .0)p-Y 
+ (,(1,3).(,(1,0).7r(<,0).;r(3,1)pV -*rJ('(<.'")-c{<.2).«(2.1).;r(<,1)p-Y 
+ p(i.2).(,(1,<).;r(1,1).;r(2.1)pV -4i^()(<,0).(,(1.3).;r(1,1).,r(1.2)p-'9-' 

+ (>(1,1).(,(2,1).7r(i,2).;r(1.1)pV' 
+ (,(i,0).(,(i,3).jr(<,3).7i(1,0yg-» 

+ (,(0,3) .(,(2,0) . ;r(0,0) . jr(3,2)p-Y 

+ (,(0,2).(,(2,1).jr(0,1).;r(2,2)p-*^ 

+ (,(0,1) . (,(2,2) . 7r(0,2) .;r(1 ,2)p-V 
+ (,(0,0) . (,(2,3) .;i(0,3) .;r(0,2)p-»r' 

In den positiven Gliedern dieses Ausdrucks erkennt man sogleich, dass 
die Coefiicienten der negativen Potenzen von p und q denen der bezüg- 
lichen positiven gleich sind, aber in den negativen Gliedern tritt diese 
Eigenschaft erst nach der Substitution der numerischen Werthe der 
Coefiicienten hervor. Es wird dadurch 



E (2,3) = 



< .3. 5.7.9 
2.4.2.4.6 



1.8.5.7.1.5 



pW 



2.4.2.4.2 



— P 9 



4.3.5.1.3.6.7 2 -1 
"^ 2.4.2.2.4.4.3 P 9 

4.8.4.3.5.5.7.9 , , 
"^ 2.4.2.4.6.4.3.5 r 7 



4.3.5.7.4.7 
2.2.4.6.2.4 



>0/,3 



p-q 



, 4 .8.5.4.3.3.5 o 
"• 2.2.4.2.2.4.4 P ^ 



pq 



—2 



2.4.4.3.5.7.4 j 

4.4.2.4.2.4.2 P^ 
2.2.4.3.5.4.3.5 q 
3.4.2.4.2.2.4.4 P^ 
2.3.4.3.4.8:5.5.7 
5.4.2.4.2.4.6.4.3 
4.4.4.3.5.4.8.7 _| , 
4.3.2.2.4.2.2.4 P ? 
4.2.4.3.4 .3.5.5.3 , „ 

3.3.2.2.2.2.4.4.4 r H 
4.3.4.4.3.5.7.3.8.5 _j , 
5.8.2.2.2.4.6.4.4.8^ ^ 



4.8.4.3.5.5.3 



,0/,-l 



' 2.2.2.2.4.4.4^9 

+ etc. 



WO in den negativen Gliedern die eben genannte Eigenschaft leicht zu 
erkennen ist. Der Uebergang zum Reellen kostet keine Mühe, wenn man 
sich erinnert, dass 
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■p-?"'+-s^ = 2 cos {m {ü'-U)+m-{ü'+ü)} 

ist. Man braucht also nur, ohne Rücksicht auf die entgegengesetzten 
Glieder zu nehmeq, 

. . 2 cos { (n^ + m') V— (m — m) U} für p« 5*' 

zu setzen; bei den mit p^q^ multiplicirten Gliedern, oder mit andern 
•Worten bei den Gliedern , welche die imaginären Exponentialfunctionen 
nicht enthaltenr, fällt die Multiplication mit 2 weg. Der obige Ausdruck 
wird daher, wenn man* zum Reellen übergeht, 

E (2,3) = 2 -i^-^ CDS (5^+ V) - 8 l^J^ cos {3V+ ü) 



23. 

Bevor ich zu den Goefficienten der Potenzeo von r und r übergehe, 
will ich statt der zu V — ü und U'+ U gehörigen, imaginären Expo- 
nentialfunctionen die zu V und U gehörigen einfuhren. Sei 

.' 2 cos ü = « + -, 2 cos £/'=«'+ -4 

dann erhalten wir folgende Relationen 

hieraus, und wenn wir wie oben k + 1= n setzen , ergiebt sich 

^*-.2t — 1 ^/-2ff — 1 -_- ^'n — 2t— 2<F— 2 j|— (II — 2/ — 2T-f.2o) 

Setzen wir nun , " 

T + a = f, l + T — a=: f+ g 

so gehen in den Ausdruck (26) die Exponentialfunctionen über in 

^/„-2/^-(i.-2/-2^) yßj ^'«-2/-2^-(«-2/-2ff) 

aber da dieser Ausdruck reel sein muss, so darf man dafür auch 

j^'-(ii-2/)^«-2/-2^ yjjj ^'-(»-2/-2)^n-2/-2^ 
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schreiben. Da femer A^ eine symmetrische Function von U lind U' ist, 
so darf man auch in diesen Exponentialfunctionen u und u mit einander 
verwechseln , und also 

in dem Ausdruck (26) schreiben , ohne in den Coefficienten derselben 
eine Aenderung vornehmen zu müssen. Es wird daher, wenn man 
auch k eliminirt, 

(27) ^(n-/,/) = ^()(t;,U)).()(r,a).7r(tt;,T).7r(v,ö)u»-^w'-(»-«/-^^ 

^^ f=T + a, g=l-ia 

gesetzt werden muss. 

24. 

Es ist schon im Art. 1 6. gezeigt worden, dass man den Coefficienten 
von (yj durch die Summation der Coefficienten von «*""'/?', deren Aus- 
druck eben ermittelt worden ist, erhält, wenn man bei dieser Summation 
n unveränderlich annimmt. Diese Summation soll jetzt ausgeführt wer- 
den. Setzt man / v"=* n /'♦'V 

so ist Dm der Coefficient, dessen Ausdruck durch die bez. Summation der 
J? Coefficienten ermittelt werden muss. Der Ausdruck (27) dieser Coeffi- 
cienten giebt aber leicht zu erkennen, dass jD„ folgende Form haben muss, 

D, = JF C (n— 2/; — (n — 2/*— ig) ) . ti— »/n'-^"-»^-»^) 
wo die eine Summation sich 

von /* = bis f=n 
und die andere sich 

von g = — f his g = n — f 
erstrecken muss. Aber da A reel ist, so ist nothwendig, wenn 
m und m irgend zwei Indices bezeichnen, 

C (m, 1»') = C(— 1», — w') 
und da A in Bezug auf U und U' symmetrisch ist, so muss auch 

C (m, m) = C {m, m) 
sein. Man braucht also in der That die Summation, 
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wenn n eine grade Zahl ist, 
nur von f = bis f =z \n 
und von jf = bis g = n — 2/*, 

und wenn n eine ungrade Zahl ist, 

nur von f = his f == ^^-^ 

und von g = bis g = n — 2/* 

auszudehnen , um alle Glieder von D^ zu erhalten , deren Coeflicienten 
einander nicht gleich sein müssen. 

Es ist nun zunächst der Ausdruck der CCoefficienten zu ent- 
wickeln. Da einestheils 

^ = ^£; (n - /, /) «»-v' 

und anderntheils 

ist, so ergiebt sich , wenn man die Werthe 

a = ^ cos *i/, /? = ^ sin ^^J 
substituirt, 

Dn = SE[n— /,./). cos ^«i^tg'V 
und wenn man (27) substituirt, 

D» = cos ^\J S\%^%J {Pm'— «/w'-c— »/-2^) — Fm«- 2/-* ii-i^-V-Vs)] 
wo zur Abkürzung 

P = Q {v, w) . Q (r, o) . 71 {w, r) . 7t {v, a) ^. 

P= ^JI^k)%\k) Qiy,w — \).Q[r,aA^\).7i [w,r) . tt (v, o) 
geschrieben ist. Um hieraus den Ausdruck der CCoefficienten zu erhalten, 
ist nichts weiter zu thun, wie den Exponenten von u im zweiten Gliede 
dem im ersten Gliede gleich zu machen. Dieses bewirkt man, indem man 
im zweiten Gliede ^_ ^ ^^^^ ^^ und j/ + 1 statt g 

schreibt. Erwägt man dass hieraus vermöge der Gleichungen 






die gleichzeitige Verwandelung von 

/ in / + 1 
T in T — 1 
w in w + 1 
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bedingt wird, während v and a unverändert bleiben, so bekommt man 
sogleich 

C {n — % —{n^if- 2g)) = cos '-4-/^ tg^V {P—Q tg V} 
wo P denselben Wertli wie oben hat, aber 

ist. Da in jedem CCoefiicienten ausser n auch fnud g feste und unver- 
änderliche Werthe haben , so hängt der vorstehende Ausdruck nur von 
einer einfachen Summation in Bezug auf a ab. Um dieses hervorzuheben 
ziehe ich aus den Gleichungen (28) durch die Elimination die folgenden 

V =: n — / — g — o 
iv = g + a 

T := fr— G 

l =g + 2a 
substituirt man diese, so ergiebt sich schliesslich 
(29) C{n— 2/; — {n — 2f— 2g) ) = cos »''i/ tg^^-S* {P tg^^/— Q tg^'+H-^l 
wo 
i>=,^(n-/*-j-a,j + ö).()(/*-a,o).7r(n-/*-j-a,ö).7r(jf+q,/'-o) 

= l ^!^i7^7li:+'^^ ? (n-H/-<^. 9+0) ^Q iho-i , a+1 ) . ;r {n^f-g-a, a) . tt (j,+a+1 , f-o^l 
ist, und die Summation im ersten Gliede 

von a = bis a ±= f 
hingegen im zweiten Gliede 

von ö = bis a = f — 1 
ausgedehnt werden muss. 

25. 

Die Coefficienten in der Gruppts der CCoefficienten, die denselben 
Werthen von n und f angehören, besitzen die Eigenschaft, dass sie sieb 
wiederholen, so dass der erste dem letzten, der zweite dem vorletzten, 
u. s. w. gleich ist. Um dieses zu beweisen schreibe ich den eben ge- 
fundenen Ausdruck wie folgt 

C{n-^f,-in — 2f-2g)) = 
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wo also a {g, 0), a {g, 1), etc. 6 {g, 0), etc. positive Zahlen, und specielle 
Werthe der oben mit P und Q bezeichneten Coefficienten sind. Ich 
mache nun darauf aufmerksam, dass der ursprüngliche Ausdruck für A^ 
seinen Werth nicht ändert, wenn man darin 180^ — /fttr /, und — 17' 
fltr V schreibt, und dass daher dieselbe Eigenschaft auch in der Ent- 
Wickelung von -^ statt finden muss. Setzt man daher in dem vor- 
stehenden Ausdruck der C Coefficienten 

1 80^ — / statt /, und n — 2f—^ statt g 
so darf er seinen Werth nicht ändern , denn vermöge der zweiten Sub- 
stitution geht _ (^ _ 2/* _ 2j/) m + {n — if— %g) 

über. Es entsteht hiedurch 

C(n — 2/; — (n — 2/^-2^)) = 

i^Wcotir«<-»W^(^"^^"^'*) +a(n-2^ff.1) cotg V+... + «(n■2^?,/) cotgV|/| 
^ ^ ^ 1-6 (n.2/-.j,0) cotg V-6M/i(/,1) cotg V-...-6M/--J/.^1) cotgV-Vl 

Vergleicht man die gleichartigen Glieder dieser beiden Ausdrücke der 
CGoefiicienten mit einander, so erhält man 

a{n-^f-g^f) =a{g.O) , b{n-2f-gJ-\) = b{g^O) 

a{n-if-g,f-i) = a{gj) , bin-2f-g.f-2) = b{gj) 

etc. etc. 

a{n-if-g,i) =aig,f-\)^ b{n-if-g^) =b{gJ-2) 

a{n—if—g,0) =a{g.f) , b{n-2f—g,0) =b{gj-i) 

Jeder a und 6CoeflScient kommt also zweimal vor, wenn nicht die An- 
zahl der einen oder andern derselben ungrade ist, in welchem Falle der 
mittlere derselben nur Einmal vorhanden ist. Man kann, wie ich gleich 
zeigen werde, durch diese Eigenschaft bei der numerischen Berechnung 
dieser CoeflScienten eine vollständige Controlle ihrer Richtigkeit erhalten. 

26. 

Da die a und 6 Coefficienten unabhängig von den Elementen der 
Bahnen der Himmelskörper sind , und daher in jedem Falle dieselben 
bleiben, so habe ich sie bis zu n = 20 berechnet, und in der Tafel IV 
dieser Abhandlung angehängt. Ich habe bis zu dieser Grenze alle Co- 
efficienten berechnet, obgleich man meistentheils nicht alle einer jeden 
Abtheilung braucht. Ich meine dass man für die neuen Planeten hiemit 
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ausreichen wird, ond sollten einzelne Fälle vorkommen, in welchen man 
sie für einige Werthe mehr von n bedürfte, so habe ich die weitere Be- 
rechnung derselben dadurch zu erieichtern gesucht, dass ich die Tafeln 
I und II für Q {z, z) und n {z, z) etwas weiter ausgedehnt habe. 

Nicht alle Coefficienten sind nach d^i obigen Formeln dh^ect be- 
rechnet worden, sondern dieses hat nur für die positiven Glieder statt 
gefunden. In so weit nämlich diese, dem eben bewiesenen Satze zu- 
folge, einander nicht gleich sein müssen, wurde der Ausdruck für P oder 

(30) a{g,(j)^^(n-f-g-'a,g+a).Q{f-a,a).n(n-f''g-a,ü).7i{g+a,f-a) 

angewandt. Die Berechnung der negativen Glieder oder der 6 Coefficienten 
wurde dadurch bewerkstelligt, dass ich den Factor suchte, mit welchem 
man den nächstvorhergehenden a Coefficienten multipliciren muss, um den 
6 Coefficienten zu erhalten. Es ist dem Vorhergehenden zufolge Q oder 

Aber aus den Ausdrücken des Art. 21 für die ^ und ;; Functionen findet 
man leicht die Relationen 

(> (Z-1,Z'+1)= ^r^(>(Z, Z) 

7t {z+i,z--\)=^n{z,z) 

Wendet man diese auf den vorstehenden Ausdruck an , so findet man 
(31) b {g, o) = (n — f—g — a) . X {g, a) . a {g, a) 

wo 

und also von n unabhängig ist. Diese Art der Berechnung der 6 Coeffi- 
cienten ist nicht nur einfacher wie die directe, sondern sie bietet auch 
eine vollständige Controlle über die Richtigkeit aller berechneten Coeffi- 
cienten dar. Schreibt man nemlich 

n — 2/" — g statt g, und f — o — 1 statt g 
in (31), so entsteht 

b (n^^H. ho- 1 ) == {g+a+i ) . X (n^^f-g, /^-a-l ) . a [n^tf^g, f-o^S) 

aber die im vor. Art. zwischen den a und 6 Coefficienten entwickelten 
Relationen haben den allgemeinen Ausdruck 

/33^ \(^{g*o) = a (n~ 2/- g, f-^ a) 

^ ' \b{g.ö)^b{n^%f^g.hc^\) 
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die vorhergehende Gleichung wird dadorch 

b{9.o) = {g + a + i).X [g\ a') . a [g, a + 1.) (34) 

^'^ g = n-2f-g, a = f—o-i 

ist. Dieser Ausdruck macht jeden 6CoefBcienten von dem zunächst nach- 
folgenden aCoefficienten abhängig, während (31) denselben aus dem 
zunächst vorhergehenden giebt. 

Der Coefficient X {g\ a) wird aus (32) berechnet, nachdem man 
darin die numerischen Werthe von g' und a statt der von g und a sub- 
stituirt hat. 

Hat man nun einmal alle aCoefficienten, die einander nicht gleich 
sind, durch (30) berechnet, und rechnet dann die 6Coefficienten erst 
durch (31), und dann durch (34), dann ist die Berechnung aller Coeffi- 
cienten controllirt. Man braucht sich bei der Anwendung dieser Controlle 
nicht speciel um (34) zu bekümmern, denn wenn man bei gegebenen 
Werthen von n und f durch successive Veränderung der Werthe von 
g und a fortfährt alle Coefficienten zu berechnen, so wird man von selbst 
auf (34) hingeführt. Z. B. für n = 9 und f=i bekommt man, wenn 
man g = i und a = setzt, 

6 (1,0) = 6 . A (1,0) . a (1,0); X (1,0) = ^ 

woraus der Werth von 6 (1 , 0) folgt, nachdem a (1 , 0) aus (30) berechnet 
worden ist. Im weiteren Verlaufe der Berechnung der Coefficienten für 
n = 9 und /= 2 kommt man auch auf die Werthe g = i und ö = 1 , 
und hiemit geben (31) und (32) 

fr (4,1) = 2 . A (4,1) . a (4,1); X (4,1) = ^3- 
Für dieselben Werthe von n und f zeigen (33) aber, dass 

fr (4,1) = 6 (1,0) 

a(4,1) = a(1,1) 
es wird also 

6 (1,0) = 2 .A(4,1) .a-(1, 1) 

welche Gleichung den Werth von 6(1,0) durch a(1,1) giebt, und mit (34) 
offenbar übereinstimmt, wenn man darin ausser den obigen Werthen von 
n und f, g = i und = setzt. Aus (30) ergiebt sich für unser Beispiel 

,. ^v 1.8.5 13 1.3 6 

a [i,0) — 
a(1,1):=- 



t.4.6.. 


...42.1 


t.4 


4 




4.3.5. 
a.4.6. 


13 

..10.t.4 


4.3 
2.t 


44 

. — — 
4 


5 
4 
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Wenn man nun bei der Berechnung des Logarithmus eines dieser Co- 
efßcienten, oder bei der Berechnung des von k (i ,0) oder X (4,1) Fehler 
gemacht hat, so zeigen diese sich durch die Nichtübereinstimmung des 
durch die beiden vorstehenden Gleichungen doppelt berechneten Werthes 
von b (1 ,0). 



27. 

Der im Vorhergehenden für die CCoefficienten gefundene, allgemeine 
Ausdruck (29) gilt für jeden Werth der Neigung J, und da man diese 
immer so wählen kann, dass sie nicht grösser wie 90^ ist, so folgt, dass 
tg 4-/ nie grösser wie plins werden kann. Wenn aber / eine gewisse 
Grösse übersteigt, dann wird die Berechnung der CCoefficienten durch 
diesein Ausdruck sehr beschwerlich , weil für grosse Werthe von n die 
Coefßcienten der verschiedenen Potenzen von tg i^J sehr gross werden, 
und die CCoefßcienten schliesslich von kleinen Differenzen grosser Zahlen 
abhängen. Ich habe mich durch Versuche davon tiberzeugt, dass man 
für eine Neigung wie die der Pallasbahn — ungefähr 35^ — sich noch 
immer des genannten Ausdrucks bedienen kann, wenn man nur die Co- 
efficienten für die grössten Werthe von n mit Logarithmen von sieben 
Stellen berechnet, und da in unserm Planetensystem bis jetzt keine 
grösseren Neigungen bekannt sind, so könnte ich es bei dem Ausdruck (29) 
bewenden lassen. Allein da man nicht wissen kann, welche Neigungen 
uns noch in der Folge bekannt werden, so will ich dem genannten Aus- 
druck auch andere Formen geben , die bei grösseren Neigungen besser 
zur AnwenduQg dienen können. 

Führt man statt der q und ;r Functionen die //Functionen wieder ein, 
so wird der Theil des Ausdrucks (29) von C {n — % — {n — if—ig)), 
welcher innerhalb der Klammern steht = 

// (2n —lf)Tl [1f) n (2n — tf— tg) IT {<if+ %gj 
a^** nin^nmn n(n--r^g) n{f+g) 

•^ ^ ( i7(2n — 2/" — 2^ — 2aj y/(2a) /r(aflf+2oj /r (2/'— Ja) 

tg^-^^v I 

/r{2n — 2/— 2^— 2<j — 4) /7(2a + 4) TT (2flr + 2(> +4) 77(2/'— 2a — 1) J 

Wenn man hierin o statt 2a schreibt, so bekommt man 
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C{n-2f,-{n-2t-2g)) = 

n[in — if)n(if)n (»n — !/■— ig) n (V+ 8g) 
»*" n(n-f)n [f] n{n-f- g) n{f+g) ' 

Die Grösse unter dem Sumiuenzeichen in diesem Ausdruck ist wieder 
eine hypergeometrische Reihe von der Gattung, die im § L betrachtet 
wurde. Schreibt man nemlich die ersten Glieder derselben aus , so 
findet sich 

^ (_ D- ^_ "^Üil : 

UU-%r--%g)n(lg)nW) V ^.^ + K ^ t^ + 4.8.2^ + 4.2^^ + 2 ^ i«^ + ^tcj 

Es wird daher 

C{n-%-[n-<if-ig)) = 

Fcos*»i/tgn/.F(—(2n— 2/^-21^),— 2/;2(/+1,-^tgV) (36) 
wenn man zur Abkürzung 

H= Jr(2f|.-2r)/r(2/'+2jy) 

2*» li{n'-f)n[f) n(n^f^g)n{f+g)ni%g) 

setzt. Mit dieser FFunction kann man viele Verwandelungen vornehmen. 



28. 
Setzt man 

cos J 

= Z 



cos* ^J 

so ist z eine Function , deren Maximum =1 für / = wird , und die 
Null wird, wenn /=90^ist. Sie ist wegen dieser Eigenschaften in 
den Fallen, wo / gross ist, zur Anwendung geeignet. Es ist nun 

tg*i/=>l_z 
also „-. „ , , 

^ ^ V J ^P^o^ / n{p)nia — p) ^ 

Substituirt man diesen Ausdruck in (35) , so wird 



(-1)^ 



.2« 



•«"*/ 



TT (8« _ !/•_ ig-„)n (o) // (»jr + o| // [if— „) 



-s-rij" (-<)•+" 



n(in — »f-ig — a)n(ig+^n(if-c)n{f>)mo — f>) 



n{iit—if—ig—p) n{ig+p) nßf—p)n{p) 
I * .ig + p+* + 

= >/ ;t,- »/-«g-p) „''tg^p^ nttf-p) n (p) • ^(- {in-%f-ig-p)-iif-p), 2g+p+\ , -1) 



xU- *'>-V-*8-Pif-P %n-if-ig-p.in-if-ig-p-i.ir-p.it-p-i - \ 

\ *ig + p+* + t.i.ig+p+i.ig+p+i +eic. j 
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Diese FFunction gehört der Gattung an , deren Summe unter andern im 
§ I. gegeben wurde. Durch die Ausdrücke (11) und (12) ergiebt sich 

F(-(2„-2/--2j-p),-(2/--p). 2j,+;,+1 .-1)^(-1)' ^"^„+g^jy-"> «y-, 

WO % = 1 

a, = (2n— 4/*— %— ;>) 

0, = i (2n — kf— ig—p)a, — i; (2n ^p) a, 
etc. 

oder, wenn man die Elemente a und ß der FFunction mit einander 
vertauscht, 

Fi- {2n-if-2g-p), - (2/4»). ^+P+^ , -<) = H)" ^^^'^^^=^^^ «'u-y-v-, 
wo a', = i 

fl', = -(2«-4/- + p) 
a, = — i (2« — if+p) a\ — i (2n — p) a', 
etc. 
ist. Substituirt man diese Ausdrücke in (35), so entstellt 
C{n-2f.-{n-2f-2g)) = ^ ^t«'*-«/') ^(«n cos«"i/tgn/ 



?P=V 



X K'o i-^y B (2« - if- 2g. p)atr-p ^' 

_ z7(«n-v-.,)zr(V+«g) co«*-iJ tg^/ 

i"n{n—r)n{ntt{n-f-g)n{f+g) . ' ^ ' 

X -S-;:.^ (-1)' ß (2/; p) a^-v-^-, z" 

wo JB (m, />) den ;>'•" BinomialöoeiBcienten der !»*•" Potenz bedeutet. 
Diese Ausdrücke geben die CCoefficienten nach den Potenzen von % 
geordnet, allein man kann noch andere geben, die deshalb zweck- 
mässiger sind wie die vorstehenden , weil sie auf kleinere Coefßcienten 
der Potenzen der Function von J, die sie enthalten, hinführen. 



29. 
Wenden wir zuerst die Verwandelungsformei 

F («, /?, y, x) = [\— x)"- F{a,Y- ß. Y^ -^) 
auf (36) an , dann wird 

(37) F(-(2n — 2^-2j,),-2/;2ff + 1, — tgV) = 
cos-^+*>^+^i/. F(— (2ii — 2/^— 2y), 2/^+2^ + 1, 2^ + 1, sinV) 
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und wenn man die FFunction rechter Hand als eine Summe von 
2n — 2f — 2jf Gliedern darstellt, so erhält man 

F (— (2n — 2f— 2g), 2f+ 2g + i,2g + i, sin ^J) = 

TT {In --if- ig) n (lg) ^ . ..^ U [If ^ %g Jjf- o) s\ii^^ ^ 

jr(if+%g) V ) n{in--2f^2g-o) n{%g + a) n{a) 

WO a von Null bis 2n — 2/* — 2j ausgedehnt werden muss. Es ist aber 
sin^'U=Kll^lfV^^^<^os'J (38) 

und wenn man diesen Ausdruck substituirt, wird 

^. ,.„ n(if+%g + a) sln^'y 

^V ^ jr {%n — S^f—%g -0) n{2g + a) n{a} 

Durch Hülfe der oben aDgefUbrleDYerwandeluDgsformel ergiebt sich aber 
folgende Gleichung 

F(— (2» — 2/-— 2g— p), 2f+ 2g + p + i, 2g + p+A, i) = 

,^-.U-, F{-{2n-2f-2g-p),-2f,2g+p + i, — i) 

und die FFunction rechter Hand kann wieder durch die Ausdrücke 
(11) und (12) summirt werden. Es wird durch diese 

F (- {2n-2f-2g-p), -2f, 2g+p+i , - 1) = y^+f'^^ <hf 



WO <^o= ^ 



a^ = {2n—if—ig-2p) 

. a, = 4- (2n — if— % — 2p) «j — i 2n 

etc. 
oder 

F(-(2«-2^2J^-p), -2f, 2g+p+i ,-i) = {-i)" ^i»^+PMr(«n-V-»g-P) a\„'_,,_,,_, 
WO a^ = 1 

a, = — 1 (2n — 4/*) a\ — i2n 

«3 = - i (2n - ¥) «'2 - i (2w - <) «1 
etc. 

ist. Substituirt man dfese Ausdrucke in (36), so erhalt man 

Abbandl. d. K. S. Ges. d. Wiuensch. IV. 24 
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i.[n-zi, [n-zi'zg))^ i^—V'^9n(n^f) n[n n{n--f-g) n{f+g] cos^-*^-^^ 
. X K^T^'^^"^ ^ (2^ -if— ig. p) (Hr cos ''/ 

"" ,**-V-«^ Hin^-nnif) n{n^f''g)n{f+g) cos^-^^-^'iJ 

Es lässt sich zeigen , dass in diesen Ausdrücken die numerischen Co- 
efficienten der Potenzen von cos / im Allgemeinen weit kleiner sind, 
wie in den Ausdrücken des vor. Art. Die Vorstehenden bestehen aber 
im Allgemeinen aus mehr Gliedern wie jene, da, einzelne Fälle aus- 
genommen, 2n — if — ig :>%f ist. Man kann aber noch andere nach 
den Potenzen von cos/ fortschreitende Ausdrücke erhalten, die aus 
derselben Anzahl von Gliedern bestehen, wie die früheren. Diese be- 
kommt man durch das folgende Verfahren. 



30. 
Stellt man die im vor. Art. angewandte Verwandelungsformel so, 

und wendet diese auf die FFunction des Ausdrucks (36) an, so be- 
kommt man 

(39) F (— (2n — 2f— ig\ _ 2/; 2j, + 1, - Ig ^\J) = 

cos -^f\J. F (2n _ 2/*+ 1, — 2/; 2y + 1, sin ^\J) 
Auf dieselbe Weise wie im vor. Art. wird hier 

(40) F(2n — 2/^+1, — 2/", 2(/ + i,sinH/) = 

77 (Ifi 77 («flf) y*' = ^/ \\^ 77(>fi — V+a)8iD^iy 

77(Jn-J/) ^^'^O V ^) n{%f^a)n(^g + ü)n{ü) 

und durch die Substitution des Ausdrucks (38) wird 

-^ V •; 77(V-a)77(J^ + a)77(a) 

Die obige Verwandelungsformel giebt nun 

F {in — if+ p +i, - if+ p, 2g + p +i, i) = 

-J— F (- (2n - 2f- 2g), - {2f- p), 2g + p +i, -1) 
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und durch Anwendung der Summenformeln (11) und (12) erhalt man 
Fi- {%n-2f-ig), -iif-p), 2g+p+i ,-i) = '''"'+;i^Tf+T'"' «--V-». 
wo 0.'g = \ 

a', = — (2n— 4/— 2p) 
a', = — i (2» — if— 2p) o\ — i 2« 
«8 = — i (2« — 4/" — 2;)) a; — ^{2n — i) a\ 

etc. 
und 

F(-(2»-2^2g).-(2^p). 2g+p+1 . -1) = (-1)^ ^<yg^J!f-^' oy-. 



WO öjj = 1 



a^=(2n— 4/^— 4(/) 

«2 = i (2» — */*— %) «1 — i 2w 
a, = i (2n — 4/^— 4(/) a, - i (2/i -^1) a, 

etc. 

Die Substitution dieser Ausdrücke in (36) giebt schliesslich 

X -S';^5^(— l)'' B (2w — 2/*+ p, ;>) a^.^ cos^J 

Diese Ausdrücke bestehen aus derselben Anzahl von Gliedern wie die 
nach den Potenzen von tg *4^/, und die nach den von ^^\i , fort- 

*^ * cos |/ 

schreitenden, es sind aber in den vorstehenden die numerischen Co- 
efficienten im Allgemeinen weil kleiner wie in jenen. 



31. 
Es lassen sich ausserdem noch Ausdrücke für die CCoefßcienten 
geben , in welchen die Coefficienten noch weit kleiner werden wie in 
den vorhergehenden. Diese erhält man, wenn man statt der Potenzen 
von sin *4-/ die Cosinusse der Vielfachen von / einführt. Ich werde 
zuerst zeigen wie der analytische Ausdruck der Coefficienten für diese 
Form beschaflen ist. Substituirt man den Ausdruck 

sin "iJ = -S":=+: -^ /^(y cos U 

* t sr — o jz» 77 (a + 1 ) 77 (a — f ; 

in (40)', so bekommt man 

24* 
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(41)F(2fi — a/'+l, — 2/: 2g+i,sin^J) =^ 

n (2/') n m) ^1:^ + 0^0=22/ (—1)°+' //( In — a /'+o) //(2a)costV 

7/(2» — 2^ ^t = -a-^ o=» jlff //(«/"-a) i7(2^4-a)/r(o)/7(a+i)//(a — i) 

Dieser Ausdruck zeigt, dass der Coefficient von cos t/ keine FFunction, 
sondern eine hypergeometrische Reihe ist, in welcher in jedem Gliede 
drei Factoren im Zähler, und eben so viele im Nenner mehr als im 
nächst vorhergehenden enthalten sind, während in den FFunctionen 
die Vermehrung der Factoren von Glied zu Glied nur zwei im Zähler 
und eben so viele im Nenner beträgt. Hier sind wir also tiber die 
Grenzen des weiten Gebiets der FFunctionen hinaus gekommen. Ich 
werde aber zeigen, dass sich im gegenwärtigen Falle die Coefficienten 
von cos iJ durch Kettenbrüche leicht und sicher berechnen lassen. 



32. 

Sei 

F («, /?, y, sin ^J) = H^ + H,z + H^z^ + . . ; 

welche Gleichung dadurch möglich wird, dass man 

i cobJ =^z -{-^ 
setzt, indem daraus schliesslich 

F (a, ß, y, sin ^y) = H^+2H^ cos J + 2F, cos 2/ + etc. 

hervorgeht. Nehmen wir nun die bekannte Differentialgleichung vor, 
welcher durch F (a, ß, y, x) Genüge geleistet wird , nemh'ch 

^^{x-x') + [y-{a + ß + i)x]^J^-aßF=0 
und machen darin vermittelst der Gleichung 

— 4j;:^Z + i- — 2 
z zur unabhängigen Veränderlichen. Dadurch wird sie 
S(^'-^HS[(^-«-/?)^+2(1+a+/?-2y)^*-(1+«+/?)^]+a/?(1.z^)F=0 
Substituirt man hierin die Reihe 

F = H,+, ^«+' + H,z* + Ä,., Z-» + . . . 
so bekommt man folgende Bedingungsgleichung zwischen den fl'Co- 
efficienten 

= {i+i^a){i+i^ß)H,+ r+ii{Ha+ß^2r)Hi''{i-'H(^){i-^+ß)H,^, 
welche schon von Kummer entwickelt und benutzt worden ist. 
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33. 
Wenden wir die eben, abgeleitete Bedingungsgleichung zuerst auf 
dieFuncüon F{2n-2f+i,-2f.2g + i,sm^iJ) 
an, dann wird sie 
(2n-2/'-i](2/H.1+tjfl,^,-4t(n-2/'-2(^)fl,-(2w-2^^ (2/lf1-i)Ä,,, = (42) 

Auf diese Gleichung kann man die Methode anwenden, die ich in meiner 
vorigen Abhandlung erklärt habe. Setzt man 

H. 

» 4 (n — 2/-— 25r)i 

'^ ^* 4(n-2/--2flr) (i~4) 

so wird zufolge der vorstehenden Bedingungsgleichung ♦ 

woraus nach und nach in umgekehrter Ordnung alle y, sicher berechnet 
werden können, wenn der letzte derselben gegeben ist. Aber die obige 
FFunction ist eine endliche Reihe, die aus 2/'Gliedern besieht, der letzte 
der /,- ist daher yjy. Setzt man daher 

i = 2/'+1 
in die vorstehenden Ausdrücke, so. bekommt man 

Fq/+\ --= 0, Ajy+i = 0, p2/^i --^ 
und ^ j 

Dieser bildet also den Anfangswerth , durch welchen nach und nach 
yy_i, yy^i, •.••/! erhalten werden. Es wird nun schliesslich 

Hi = //opi pt . .,. pi 
woraus alle tfCoefficienten hervorgehen, vverin Hq anderweitig gefunden 
worden ist. In unserm Falle hat aber Hq einen zusammengesetzten Aus- 
druck, pnd dahingegen ^2/ einen einfachen, es ist daher zweckmassiger, 
diesen der Berechnung der übrigen ÄCoeflicienten zu Grunde zu legen. 
Der vorstehende Ausdruck giebt 

% =^oPi Ih' " Pv • 
und hieraus erhalt man diu^ch die Division 

Hin 



Hi 
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Den Ausdruck für Hy^ bekommt man auf einfache Weise aus (41), wenn 
man darin i = %f macht, denn man sieht, dass in diesem Falle a = 2f 
der einzige Werth ist, den a annehmen kann. Es ergiebt sich auf diese Art 



H,r = 



n{%n) nißg) 



Substituirt man die hier gefundenen Ausdrücke in (39) und (36), so 
bekommt man 

C{n-% _(n-2/'-2(^)) = 

• n (In) cos^-^-^^J. sin ^\J t = y cos </ 

welcher Ausdruck aber mit 2 dividirt werden muss, wenn t = ist. 



34. . 

Es giebt einen Fall , in welchem der eben entwickelte Ausdruck 
unbestimmt wird , nemlich wenn 

wird. Es werden dann Fi und A,- unendlich, und können nicht mehr an- 
gewandt werden. In diesem Falle Mt aber in der Gleichung (42) das 
mittlere Glied weg, weshalb 

(2n — 2f~i) {2f+i+i) jy,+j — (2n-2/+i) (2/^+1— t) i5r,., = 
wird. Im CCoeflicienten werden nun die CoeflScienten aller von den 
ungraden Vielfachen von / abhängigen Glieder gleich Null, und die 
Coefficienten der von den graden Vielfachen von / abhängigen Glieder 
können leicht vermittelst der vorstehenden Gleichungen erhalten werden. 
Diese giebt allgemein 

ff _ (an~2/-~<) {%f+i+i) u 

also, wenn man zugleich n durch die Gleichung 

n = 2/'+2j 



eliminirt, 



Setzt man daher 
so wird 



^2/-2 — (kf+Kg^\) ^V 

etc. 
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WO wieder der Coefficient des Gliedes, für welches i = ist, mit 2 
dividirt werden muss. 



35. 

Die Anwendung der Methode der beiden vor. Artt. auf die FFunction 
des Art. 29, nemlich auf 

F (_ (2n— 2/-— 2(/), 2f+2g+i,2g+i. sin ^J) 

giebt zwar eine Reihe, die mit wenigen Ausnahmen aus mehreren Glie- 
dern besteht wie die eben erhaltene, dafür aber noch kleinere Co- 
eiBcienten hat. Diese Reihe will ich kurz angeben. Die Bedingungs- 
gleichung zwischen den JfCoefficienten wird 

= (2n-2f-2j7+1+t) {2f+2g-4) Ä,+t + 4t (n-2/) fl.~ (2n-2M(,+1-t) {2f+ig+i) ff,... 

Setzt man daher jetzt 

H 

•~~. 4(n^2/")i 

. _ f^ (an-V-gfl^ + O W+^g+^- i) 



SO wird 



fl. 



die Gleichung, aus welcher nach und nach alle 0, berechnet werden müssen. 

Die Reihe besteht jetzt aus 2n — if — ig Gliedern, denn substituirt man 

i=z <in — tf— 2^ + 1 
SO wird 

und 

welches der Anfangswerth der Oi ist. Zu bemerken ist, dass (üe 0, 
hier einen Cyclus bilden , welcher mit 

endigt, ohne dass ry^^g verschwindet. Denn substituirt man den Werlh 

i=:-2/'+2y+1 
so wird 

V+2f +« = 
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ohne dass Ky^tg^i verschwindet. Innerhalb dieses Cyclus ist 

"^. 
ein Näherungswerth von ö,, wenn n eine grosse Zahl ist. Mit diesem 
Näherungswerlhe kann man in den Fallen, wo man nicht alle fl, nothig 
hat, die Rechnung anfangen.. Es wird nun wie oben 

IT ^2n — 2/'-2 <7 

* r r r 

^2H—Jf''2g ' ^2n— 2/-2p— 1 *•• '^i + l 

und man findet 

77.(2^)7/(2»)- 






Man erhält daher schliesslich 

77 (8n) cos-^"-^*^~^^^|7. s\n^9\J ^izzU-y^tg cos iJ 

^Bn-Af-Ag jj ^^ ^ f) 11 [f] Ilin-f-g) Ilif-^g) »=0 ^2n-.2f-ig"'^i + l 

Wenn n=if ist, so hören diese Formeln auf brauchbar zu sein, aber 
dieser Fall ist stets mit n = 2f+ 2gf, oder mit g = verbunden, d. h. 
er kommt nur in C (0,0) vor, und in diesem Falle wird man auf Aus- 
drucke hingeführt, die mit denen des vor. Art. völlig identisch sind. 
Es braucht daher dieser Fall hier nicht besonders berücksichtigt zu 
werden. 



36. 

Seien fund f die wahren Anomalien der Himmelskörper m und m', 
so wie // und 11' die in der Richtung der Bewegung gezahlten Ent- 
fernungen der Perihelien von dem gegenseitigen Knoten; in welchem. 
U und V ihren Anfang nehmen. Dann ist 

Ur.=:f+n; U' = f+n' 

und wenn man mit x und x die zu f und f gehörigen imaginären Ex- 
pouQntialfunctionen bezeichnet, * . * ' 

U = XC" ^;u=:=XC *' 

t 

Hieraus ergiebt sich , wenn ^ und /ti irgend welche Exponenten be- 
zeichnen, 

uf'u''^'= x^x'-^ I cos (/*/7 — fi'n) + i sin (/i/7 — ^'/7') | 

wo I = /— 1 ist. Setzt man daher 
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^ («, — n) .= C (n, — ») cos (»/7 — n/7') 

il(n. — (n — 2)) = C.(«, — (n — 2)) cos(»77— (n — 2)77') . 

A («, _ («_ 4)) = C («, — (n — 4)) cos (i»/7— (n— 4) 77') 

etc. 
B (n. — n)- = C(», — «)■ sin (n/7— «77') 

5(n, — (n— 2)) = C(n, — (n— 2)) sin (n77— (n — 2)77') 
B (n. — (n— 4)) = C (n, — (n— 4)) sin («77— (n— 4) 77') 

etc. 
i4(n— 2,— n) =C(»,— («— 2)) cos((«— 2)77— «//') 

4(«— 2, — (»— 2))=C(ä —2, —(«—2)) cös((«— 2)77- («--2)77') 
A(n— 2,— (»— 4)) = C(n— 2)— («— 4))cos((»— 2)77— (n— 4)77') 

etc. 
B(n— 2,— n) =C{n,—{n—2)) sin ((»—2)77— n/7') 

B(n— 2,— («— 2)) = C(«— 2, — (n— 2)) sin ((«—2)77- (»—2)77') 
Ä(«— 2,— («— 4)) = C(»— 2,-(n— 4)) sin ((n— 2)77— (»—4)77') 

etc. 
A{n — i,—n) =C(n,— (n— 4)) cos((n— 4)77- n77') 

yl(„_4,_(n— 2)) = C(n— 2, — (n— 4))cos((n— 4)77- (n— 2)77') 
^(„_4,_(„_4)) = C(«— 4, — (n— 4))cos((n— 4)77- (n— 4)77') 

etc. 
ß(n— 4,— n) =C(n,— (n— 4)) sin ((»-4)77— »77') 

jj(„_4,_(„_2)) = C(n— 2,— (n— 4)) sin ((n— 4)77— (n— 2)/7') 
ß(„_4, — (n— 4)) = C(n — 4, — (n— 4)) sin ((«—4)77- (n— 4)77') 

etc. 
so bekommt man fUr die i>Goef6cienten des Ausdrucks 

s""' D '" 



des Art. 22 den folgenden Ausdruck 

Dn = SA {k. k') x*x'*' + i:^B {k. k) «*«'*' 
wo die Summationen yQ^ jk =: n 

und k --■= — n 
anfangen, und nur bis dahin fortgesetzt zu werden brauchen, wo beide 
Exponenten anfangen ihr Zeichen umzukehren. Denn da A eine relle 
Grösse ist, so wird nothwendig 

A{—k. -k') = A{k.k'); B{—k. —k') = — B{k,k'^, 
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Man darf aber in diesen Goefficienten die Indices nicht mit einander 
vertauschen, wie in den CCoeflicienten erlaubt ist, denn man sieht aus 
den vorstehenden Formeln, dass die einander gleichen C {k, k) und C {k\ k) 
mit den Cosinussen und Sinussen verschiedener Bögen jnultiplicirt sind. 
Der Uebergang zum Reellen wird auf ähnliche Weise bewirkt, wie im 
Art. 22 an den £ Goefficienten gezeigt wurde. Man muss nemlicfa 
allenthalben 2 cos {kf+ kf). fUr x'x'' 

und — 2 sin {kf + kf) für ix^x'^' . 

schreiben, und nur in dem mit ofx^ multiplicirten Gliede unterbleibt 
die Muitiplication mit 2. Es wird also mit Rücksicht auf diese Ausnahme 

D„ = 2-^ A (Jk, Jk') cos {kf+ kf) _ 2-5-0 (fc, Jt) sin {kf+ kf) 
Es ist übrigens ^ (o,0) = C (0,0) , B (0,0) = 



37. 

Ich werde nun von der Function, die der Gegenstand dieser Ab- 
handlung ist, eine specielle Entwickelung geben , deren Anwendung ich 
aber erst dann zeigen kann, wenn ich zu den Anwendungen dieser Ent- 
vWckelungen überhaupt komme, welches ich auf eine spätere Zeit ver- 
schieben muss, indem sonst diese Abhandlung zu viel Raum einnehmen 

würde. Setzt man ^ w - tt « • r 

cos J siaU = cos B sm L 

(43) < cosU = cos B cosL 

sin J sixkU = sin B 

und subslituirt diese sowohl wie U'=f'+IIm 

^ = 1 + ^ — 2 f (cos r^ cos U'+ sin U sin U' cos/) 

so geht diese über in 

(44) a; ^ ^ ^ ^ _ 2 ^ ^^Qg ß cQg (^1' ^ jj_ ^ 

und man bekommt einen analogen Ausdruck , wenn man ü mit V ver- 
tauscht. Giebt man nun {/einen bestimmten Werth, so erhalten B undL 
auch bestimmte Werthe, und die Aufgabe ist ~- in eine Reihe zu ent- 
wickeln, die nach den Potenzen von r und r^, und nach den Gosinussen 
und Sinussen der Vielfachen von f fortschreitet. Sei 

2cos(r+/7'-L) = y+| 
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dann wird (44) 

^ = 1 + ^ — f cos Ä. y — f cos JB. I 

Setzt man ferner zur Abkürzung 

g = cos B, h = sin B 
dann verwandelt man diesen Ausdruck leicht in 

=(<-f*^)0-f^) + 7^ 

welche Form der des Ausdruckes (1 5) analog ist; Macht man hierin 

r y/ ' ^ r gy 

SO bekommt man , dem Ausdruck (1 8) ähnlich, 

i = Ki: (- <)■ (f )■ ^ ^i^. ioc) - ^ (»5) 



38. 
Es findet sich nun leicht 

\r J %^^jT {u+m) n(%u) n (m) ^^' ' 



— ^ 



und wenn man 

(GG')-^ = -S'F,(f)" 
und 

setzt, so geben die vorstehenden Ausdrücke, wenn man 
sie mit einander multiplicirt und 

macht 

welcher Ausdruck dem Ausdrucke (20) analog ist. Sei 



^= -S'll'o Af« 



so wird Un die Form 
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haben. Die Substitution der obigen Ausdrücke in (45) giebt 

und hieraus folgt 



1.2U 



welche N\n, fi) durch bekannte Grössen giebl, und zur Anwendung 
vorzugsweise geeignet ist, wenn h oder sin B klein ist. 

Setzt man wie oben 

2 cosf =ir' + ^ 
und allgemein 

P (w, ^i) = N (n, /i) cos (w — 2//.) {11— L) 
Q (n, //) = iV (n, ^) sin (n — 2/i) (// — L) 
so wird 

M„ = siii p (», /*). x'-»" + i j-;;:: o («. i«). x'-»" 

Da hier noth wendig die Gleichungen 

P{n,n — ^i)=^ P{n,iii) 
Q{n,n—fi) = — Q {n, jti) 

statt finden müssen, so braucht man im vorstehenden Ausdruck die Sum- 
mationen nur bis dahin fortzusetzen, wo der Exponent von x anfängt 
negativ zu werden. Man braucht daher auch durch (46) nur die* ent- 
sprechenden ^Coefficienten zu berechnen , das ist 

von /t = bis ^ = y oder — ^ . 

je nachdem n grade oder ungrade ist. Wenn man weiter rechnet, so 
erhält man durch (46) die iVCoefficienten scheinbar von jenen ver- 
schieden, in der That aber denselben gleich. Geht man zum Reellen 
über, so wird 

M„= 2^P{n,^i) cos {n — 2^i)f—2^Q{n,^i) sin {n — ^ti)f 

wo aber in clem GIiedeP(0,0) die Multiph'cation mit 2 unterbleiben rouss. 
Hiemit ist die Aufgabe gelöst. 
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39. 

Ich werde nun noch den Ausdruck (46) näher untersuchen und 
umformen. Setzt man 

N (n, fi) = cos"-^^ B i;lZo (— i)" R sin*« J? (47) 

und drückt R durch die im Art. 21 eingeführten q und tt Functionen aus, 
so bekommt man 

R = Q (n — fi,u). Q {fi — u,0) . n [fi — !/, u) 

Vergleicht man diesen Ausdruck mit dem Ausdrucke (29) der CCoeffi- 

cienten , so erkennt man , dass 

R = P 

wird, wenn man in dem Ausdruck für P des Art. 24 

a = 0, f= /ii — u, g = u 
schreibt. Die Zahlenwerthe R der A'Coefficienten sind also alle in der 
ersten Columne der Tafel IV enthalten , und brauchen daher nicht be- 
sonders berechnet zu werden. Ich habe sie aus dieser Tafel ausgezogen, 
und in der Tafel V zusammen gestellt. 



40. 

Schreibt man die ersten Glieder der Reihe des Ausdrucks (46) aus, 
so wird 

N{n,tl) = C0S->^g 71 [an ~V) //(.;.) 

X {l - '"-;^+^-^ sin ^B + «n-a.^+^.in^2.a + 3.^.^-^ Siu *J? + . . . } 

also 

Die FFunction dieses Ausdrucks kann man durch die Gleichung (9) 
in eine andere verwandeln, deren viertes Element cos ^B ist. Diese 
Gleichung giebt 

X F (^^-^-V' ^ _ ^^ n — 2^ + 1, cos^g) 
und durch die Reductionsformel 
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die auch im Art 21 aDgewandt wurde, lässt sich diese Gleichung in 
die folgende verwandeln, 

'^ V 2 ' p^ T» =**" ^y — i, '; * mn-ifi) n(iu) 

^ p ^an-v+< — ^, n — 2/i + 1, cos *ß) 

in welcher alle Argumente der //Functionen ganze und positive Zahlen, 
die Null eingeschlossen , sind , da fi nie grösser wie ^n angenommen 
zu werden braucht. Wir erhalten hiemit 

iV(n, U) = (— 1)^C0S"-*^Ä~^r-^- iTjSn^^V) 

X F ("^"^^ -^\ ^^,fi- 2^ + 1, COS ^Jg) 
oder durchweg durch //Functionen ausgedrückt, 

welcher Ausdruck sich in dem Falle, wo cos B klein ist, vorzugsweise 
zur Anwendung eignet. 

41. 

Man kann ausserdem den Ausdruck der iVGoeflicienten in einen 
andern verwandeln , dessen Glieder mit c^pn Cosinussen der Vielfachen 
von B multiplicirt sind. Substituirt man den Werth 

für A'" in (46), so wird 

jy(n,/i)=y-^^^^(-1)"+''' , . ,, -^;'^'^+-^" -^^^ ^^'^^' ''''''' , 

oder durch die FFunction, welche implicite darin enthalten ist, ausgedrückt 

xF( "'+"-'^+\ -(^-t).2«>1,f) 

WO aber von dem Gliede, welches i == entspricht, nur die Hälfte 
genommen werden darf. Diese FFunction kann durch die im Art. 7 
abgeleitete Summenformel (D) summirt werden , welche blos verlangt, 
dass das erste oder zweite Element eine ganze und negative Zahl sei, 
wie hier der Fall ist. Diese Summenformel giebt 
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. / 2n— V— I n 
n (2n - Äi - 2;*) /7 (n - i^u) 77 (2i) 



j«A*-«» n{n — i — fi)n (2n — 4^) TT (/* + i) 

nach Anwendung der obigen Reductionsformel. Es ergiebt sich also 

in, fi) = 

«•=0 ^ ) 22H-?f*-i j7(^) i7(2n— 4^) 77 (n— /i) /r(n + t— ^) 77(n— i— ^) 77(/*+t) 77(/*— •) 

WO für i = dieselbe Bemerkung gilt wie oben. 

Ich führe beiläufig an, dass man durch Verwandelung von fi in n— /t 
einen zweiten , auch nach den Cosinussen der Vielfachen von B fort- 
schreitenden Ausdruck erhallen kann , welcher aber aus mehr Gliedern 
besteht wie der vorstehende. Einen dritten Ausdruck erhält man 
wenn man cos""*'*^ mit in die Verwandelung zieht. 



42. 

Ich werde nun zum Schlüsse dieses § zeigen , wie man voö den 
im Vorhergehenden ausgeführten Ent>vickelungen von A~* zu denen 
von A-', A-"*, etc. übergehen kann. Die Gleichung 

A« = r^ + r 2 — 2rr' (cos U cos U'+ sin U sin V cos /) 
giebt durch die Differentiation nach r 

r(t)=iA-i^O-^) 

Setzt man da])er allgemein 



SO wird 



woraus 



folgt. 



Z,^,= ^{pZ,+ ir(^)\ (,--)-' 
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Im Vorhergehenden wurde 

entwickelt, und hieraus folgt 
Wenn man diesen Ausdruck mit 

multipllcirt, so bekommt man in Folge der vorstehenden allgemeinen 
Gleichung sogleich 

Z^ = 2Z (j)^ \ (2n + 1)Z), + (2n-3)Z>„-, + (2w-7)D,^4 +...| 
Aus diesem Ausdruck zieht man 

und hieraus vermittelst derselben allgemeinen Gleichung 

+ (8n-i2)(2ii-i1)Z>,_, + ...j 

Um das Gesetz des Fortganges der ersten Factoren der fl Coefficienten 
bemerklich zu machen , nehme ich die Differenzen derselben. 
Die ersten Differenzen sind . . . 2n — 1 , %n — 5, 2n — 9, . . . 
und die zweiten — 4, — 4 — 4 . . . 

woraus hervor geht, dass diese Factoren eine arithmetische Reihe zweiten 
Ranges bilden. Man kann sie also mittelst ihrer Differenzen so weit fest- 
setzen, wie man will. Eben so Gndet man 

^i^hK (f)' |(2^+5)(2«+3)(2n+1)Z)„ + {3n+f)(4n+2)(2n.3)JD.^^ 

+ (4n+2) (6n-3) (2n-7)Z)«_4 + (Sn-|-) (8n-12) (2n-11)ß„-« 
+ (6»-9)(10n-25)(2n-15jZ>„«8+... | 

wo die ersten Factoren wieder eine arithmetische Reihe zweiten Ranges 
bilden, u. s.w. 

Geht man zu den Potenzen von A tlber, und schreibt die ersten 
Glieder der eben entwickelten Ausdrücke aus, so erhSilt man 
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+ (9D, + 5D, + i)^ + {U D, +W, + 30.) -^ + . . . 
^ =: ^ + 5 D, -4, + (^ i), + ^) ^ + (2 i ß, + 14 D, ) -;, 

+ (33D, + 30D, + 7) -C + (^ ß» + if^D, + 27i),) -4^ + ... . 
^ = -V+7/),^ + (21D, + 7)^+(*:iZ). + lfD,)i; 

die man beliebig fortisetzen kann. 

Ich bemerke noch, dass man auf ähnliche Art auch die Entwickelung 
der positiven Potenzen von A erhalten kann, werde mich aber dabei 
nicht aufhalten, da ^ie in der Störungstheorie nicht vorkommen. 



§1" 

Entwickelung der Grösse -^ in Reihen, die nach den Potenzen 
von , 1^ ,,, und -^^^^ fortschreiten. 



43. 

In Gauss ^Disquisitianes generales circa seriem infinitam etc.» ist 
schon gezeigt, wie die Grösse 

(f + r« — irr' cos y)" 

in Reihen wie die oben genannten entwickelt werden kann; die Ent- 
wickelung des zusammengesetzteren Ausdruckes, welcher hier überhaupt 
betrachtet wird, ist noch nirgends gegeben, kann aber sehr leicht 
erhalten werden, wie die folgenden Entwickelungen zeigen werden. 

Da die Grössen 

und 



{r+ry ""^ r' + r 



für jeden Werth von r und r kleiner sind wie -4 , so scheint es, dass 
die Anordnung der Reihen nach den Potenzen dieser Grössen auf 
grössere Convergenz führen müsste, wie die im Vorhergehenden 

Abhaodl. d. K. S. Ges. d. WiMenscb. IV. 25 
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entwickelte, nach den Potenzen von.^ fortschreitende. Es ist dieses 
jedoch nicht der Fall, weil die Coefficienten im Allgemeinen weit grösser 
werden , und um dieäes zu zeigen , werde ich die Entwickelungen hier 
vornehmen, mich jedoch dabei auf die von A~* beschränken, da man 
aus dieser leicht die für die andern negativen und ungraden Potenzen 
von A erhalten kann. 



44. 

Den Ausdruck 

A^ = r^+r«-^2rr'cosH^cos(t/— ü')-2rr'sinH^cos(r+t/') 

bringt man leicht auf folgende Formen 

A^ = (r+r')*- 4rr' cos H^ cos H (ü- ÜV *^' sin H^ cos H (f^+ ü') 
= {r--ry+ 4rK cos H^ s«n % (t/- ü') + 4rr' sin ^^J sin H {U+ V) 

Führt man hierin die schon oben angewandten, imaginären Exponential- 
functionen durch die Gleichungen 

2 cos {ü—V) =p + -1. 2 cos (t/+ ü') =±q + j 

ein. so bekommt man 

welche Formel beide obigen Formen umfasst. Setzt man nun zur Abkürzung 



so wird 



A j2nj^^^jj, (r±r')*"+* 



wo nur noch der allgemeine Ausdruck der n**" Potenz von P zu ent- 
wickeln ist. 

45. 
Durch den binomischen Satz bekommt man zuerst 

j- = ^ w^^w (/f ± 4)"""" (^±4)" •« "*' 

wo ^\Q Summe von / = bis j = n ausgedehnt werden muss. Der- 
selbe Satz giebt femer 
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wo die Summe von r=0 bis r=2 {n—l) genommen werden muss, und 

(,r^+^Y— ^(+ iY EM ni-s 

\y 9 jL r^j — ^ \Jl*j /f (21— f) /i(f) *i 

wo die Stimme von « = * bis s = Zl genommen werden muss. Aus 
diesen drei Ausdrücken folgt sogleich 

^ -^IJ-V ^ ■*■*' /7(n — -ß'(«^(2n — 81 — r)/l'(r)/l'(2l — f) W 

Da P eine reelle Grösse ist, so braucht man die Summationen nur bis 
dahin auszudehnen, wo beide Exponenten anfangen ihre Zeichen 2u 
wechseln. Führen wir nun in den vorstehenden Ausdruck die zu den 
Bögen l^und V gehörigen imaginären Exponentialfunctionen ein, und 
bezeichnen sie wie oben mit u und u. Aus den Relationen 



erhalten wir 



P = V^ q = ^^' 



^n^l—r ql—t __ ^«-/^'— (»-/-2^) 



wenn 

gesetzt wird. Diese beiden Gleichungen können wir anwenden um 
entweder r und s oder r und l zu eliminiren. Um r und / zu eliminiren 
erhält man folgend Gleichungen 

l=g + 8 

und es ist auf die im vor. § auseinandergesetzte Art leicht zu finden, 
dass für jeden Werth von f und g in dem Ausdruck, der durch die 
genannten Eliminationen hervorgeht, die Summa tion in Bezug auf s 
von 8 = bis 8 = f ausgedehnt werden muss. Führt man nun die 
oben genannten Substitutionen aus, so wird 



II{n-g—*)n{g+s) U^tn^-f—tg-t) n (/-») Z7(Sfir+») a(s) 

26» 
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46. 

Substituirt man den eben gefundenen Ausdruck in den im Art. 44 
abgeleiteten , und setzt 



'=2,^ (+i)/T (n, f. g) u«-/u'-(«-/- 



2^) 



so wird 
T (n, f, g) = cos ^V tg^/S^;!; -^^ /rjlnprgn-?^.,) i^^ 

Für die numerische Berechnung lässt sich dieser Ausdruck auf be- 
kannte Gruppen von //Functionen hinführen und dadurch vereinfachen. 
Zufolge des vor. § ist 

^ ^ ^ ' y ^ / ^^'^ jr(n) //(n-flf-5) n(g+s) 

und wenn wir den A**" Binomialcoefficienten der P" Potenz mit B (I, h) 
bezeichnen, so ist 

^ (^' *) = 7T(Z^y^(AT 

Hiemit wird 
r(n,/;!/) = cos*Vtgn«^-S'{(>(n-(^-«,j+«).Ä(2n-2j-2^,f-«).Ä(2j^^^^ 

Um zu zeigen, wie die numerischen Werthe dieser Coefficienten be- 
schaffen sind, und um eine unmittelbare Yergleichung derselben mit 
den aus den Entwickelungen des vor. § folgenden , und in Tafel IV 
zusammen gestellten, zu bewirken, habe ich dieselben, aber nur bis n=:6 
in Tafel YI zusammengestellt. Man sieht, dass in beiden Tafeln die Coeffi- 
cienten für die erste Abtheiluog eines jeden Werthes von n, oder für 
f=0, einander gleich sind, dass aber in den andern Abtheilungen 
die Coefficienten der Tafel YI bedeutend und zunehmend grösser sind 
wie die correspondirenden der Tafel IV. 



47. 



Die Entwickelung von A~* nach den Potenzen von ^ , ^., kann auf 
ähnliche Art wie die eben ausgeführte bewirkt werden. Der Ausdruck 

A^ = r'+r^ — 2rr'cos^J cos {Ü—U') — 2rr'sin V^os {ü+ü') 
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giebt zuerst 
und hieraus folgt 

nachdem 

gesetzt worden ist. 



48. 

Wendet man nun auf die Entwickelung von Q" den binomischen 
Satz auf ähnliche Art wie im Art. 45 an, so bekommt man zuefst die 
drei Ausdrücke 

0- = ^ TTR^ifWr (!- + t)"" (« + D' 'S ■'* •» 

[P ^ p) — ^ i7(n-i-r) n{r) P 

wo die Summationen bez. 

von / -- bis / =: n 

von r ::= bis r — n — / 
und von « ^^ bis « = / 
ausgedehnt werden müssen. Aus diesen drei Ausdrücken folgt 

nn _ V IT{n)ig^^^J ^«-/-2r^/-2. 

^ ^ /7{n — i — r) /7(/ — 5)/r(r) 77(5) ^ *» 

Führen wir nun u und u statt p und q ein, so bekommen wir 



wenn wir jetzt 

r + 8 = f 

l + r-8 = f+g 

setzen. Für die Elimination von r und / ergeben sich hieraus die 
Gleichungen ^ f ^ 

l=g + 28 
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und es muss schliesslich wieder für jeden Werth von fxmd g die Som- 
mation in Bezug auf 8 von s = his 8 = f ausgedehnt werden. Die 
Substitution dieser Ausdrücke giebt nun 



49. 

Durch die Substitution des eben gefundenen Ausdrucks für Q" in 
die Formel des Art. 47 erhält man 



n{in)tg*'iJ 



WO 

ist. Zum Zweck der einfacheren numerischen Berechnung kann man 
diesen Ausdruck auch durch die q und £ Functionen zusammenziehen. 
Man findet 

S [nj.g) = cos^i/ tg^i/ s\%Q{n-f^g^84+g^8). B [f+g+8,{). B (/;«) tgn«' 

Man kann denselben Ausdruck auch durch eine FFunction darstellen, 
es wird nemlich auch 

S (n, /; g) = cos 'H^ tg^^/ q (n-f-j/, f+g) . B {f+g. f) . F (-/; - (n-f-j^), g+i , IgH^) 

Von dieser Function habe ich der leichteren Vergleichung mit den vor- 
hergehenden wegen die numerischen Coefiicienten bis n = 6 berechnet, 
und in Tafel VII angeführt. 
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Tafel III. logA(^, 


<i) - 


9 


log^to.O) 


log^to,!) 


logXlg.i) 




l^ 









0.6020600 






1 


0.1249387 


' 




% 


9.9030900 






3 


9.7569620 


• 




4 


9.6478175 






5 


9.5606673 






ft 


9.4881167 






7 


9.4259687 






8 


9.3716111 






9 


9.3233064 






10 


9.2798407 






11 


9.24033 






n 


9.20412 






13 


9.17070 






14 


9.13966 






15 


9.11070 






Ift 


9.08355 






17 


9.05799 


• 




18 


9.03386 








r«2 


• 







0.9030900 


9.6478175 




1 


0.4259687 


9.4259687 




% 


0.2041200 


9.2798407 




3 


0.0579920 


9.1706962 




4 


9.9488475 


9.0835460 




5 


9.8616973 


9.0109954 




6 


9.7891467 


8.9488475 




7 


9.7269987 


8.8944898 




8 


9.6726411 


8.8461851 




9 


9.6243364 


8.8027194 




10 


9.58087 


8.76321 




11 


9.54136 


8.72700 




n 


9.50515 


8.69357 




13 


9.47173 


8.66254 




14 


9.44069 


8.63358 




15 


9.41173 


8.60643 




16 


9.38458 


8.58087 






£^ 









1.0791813 


9.9488475 


9.2041200 


1 


0:6020600 


9.7269987 


9.0579919 


% 


0.3802112 


9.5808707 


8.9488475 


3 


0.2340832 


9.4717262 


8.8616973 


4 


0.1249387 


9.3845760 


8.7891466 


5 


0.0377886 


9.3120254 


8.7269987 


6 


9.9652379 


9.2498775 


8.6726411 


7 


9.9030900 


9.1955198 


8.6243364 


8 


9.8487323 


9.1472151 


8.5808707 


9 


9.80043 


9.10375 


8.54136 


10 


9.75696 


9.06424 


8.50515 


11 


9.71745 


9.02803 


8.47173 


12 


9.68124 


8.99460 


8.44069 


13 


9.64782 


8.96357 


8.41173 


14 


9.61678 


8.93461 


8.38458 
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Tafel IV. Logg, der allgemeinen Goefiicienten von ^ 



Exp. 


-HgH/ 


-tg'i/ 


+ tgHJ 


-tg-iJ 


+ tgH/ 


0, 


0. 


* 








1,-1 
1. + 1 


9.8989700 
9.6989700 


2,-2 
2, 
2, + 2 


9.5740313 
9.8750613 
9.5740313 




0, 


9.3979400 


0. 


L9.3979400 


3,-3 
3,-1 
3,4-1 
3,-1-3 


9.4948500 
9.9719713 
9.9719713 
9.4948500 








1,-1 

1, + 1 


9.2730013 
0.0511525 


0.1760913 
0.1760913 


0.0511525 
9.2730013 


4,-4 
4,-2 
4, 
4, + 2 
4, + 4 


9.4368580 
0.0389181 
0.2150093 
0.0389181 
9.4368580 










2,-« 
2, 
2, + 2 


9.1938200 
0.1480626 
0.3699113 


0.^^730013 
0.5740313 
0.:i730013 


0.3699113 
0.1480626 
9.1938200 


0, 


9.1480626 


0.3521826 


0.7043652 


0.3521826 


9.1480626 


5,-5 
5,-3 
5,-1 
5,-1-1 
5,. -3 
5,- -5 


9.3911006 
0.0900706 
0.3911006 
0.3911006 
0.0900706 
9.3911006 




\ 






3,-3 
3.-1 
3.+ 1 
3,-1-3 


9.1358280 
0.2150094 
0.6129493 
0.5829861 


0.3399480 
0.8170694 
0.8170694 
0.3399480 


0.5829861 
0.6129493 
0.2150094 
9.1358280 


1,-1 
1, + 1 


9.0688813 
0.2449726 


0.4490926 
0.9719713 


1.0231239 
1.0231239 


0.9719713 
0.4490926 


0.2449726 
9.0688813 


6,-6 
«,-4 
«,-2 
«, 
6, + 2 
etc. 


9.3533120 
0.1314633 
0.5294033 
0.6543420 
0.5294033 
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Exp. 


+ tg*iy 


-IgV 


+ tg*|y 


-tg^y 


+ tgHy 


-tg«V 


+ Ui'*iJ 




9,-9 


9.2682750 










' 






9,-7 


0.2225175 
















9,-5 


0.8245775 
















9,-3 


1.1925543 
















9,-1 


1.3686456 
















etc. 


















7,-7 


8.9920686 


0.4972186 


1.0712499 




7,-5 


0.3722799 


1.3423166 


1.5531700 












7,-3 


1.1381966 


1.8194378 


1.7816493 












7,-1 


1.5853546 


2.0412866 


1.7914092 












7, + l 
etc. 


1.7914092 


2.0412866 


1.5853546 












5,-5 


8.8951586 


0.6433468 


1.6323514 


2.0583201 


1.8955927 




5,-3 


0.4392267 


1.6433468 


2.2587706 


2.3837093 


1.9577406 








5,-1 


1.2843247 


2.1874146 


2.5395972 


2.4214979 


1.7614460 








5,+l 
etc. 


1.7614460 


2.4214979 


2.5395972 


2.1874146 


1.2843247 








3,-3 


8.8481620 


0.7054946 


1.8437973 


2.4916148 






3,-1 


0.4714113 


1.7724414 


2.5225639 


2.8516226 










3, + l 


1.3464726 


2.3287439 


2.7936306 


2.8516226 


etc. 








3, + 3 


1.8138340 


2.5250385 


2.7188585 


2.4916148 










>,~1 


8.8279586 


0.7310487 


1.9283292 


2.6553279 


2.9952760 






1, + 1 


0.4811711 


1.8102300 


2.5973360 


2.9775472 


2.9952760 


etc. 






10,-10 


9.24600 
















10,— 8 


0.24600 
















10,- 6 


0.89921 
















10,- 4 


1.32518 
















10,— 2 


1.56822 
















10, 


1.64740 
















1 etc. 


















8,-8 


8.96725 


0.52355 


1.15194 




8,-6 


0.39861 


1.42664 


1.69964 












8,-4 
8,-2 


1.22252 


1.97071 


2.00546 












1.73662 


2.27173 


2.10901 












8, 
etc. 


2.02186 


2.36865 


2.02186 






1 




6.-6 


8,86713 


0.67331 


1.72446 


2.21738 


2.12720 




6,-4 


0.46919 


1.74026 


2.42823 


2.63235 


2.29353 


II 




6.-2 


1.38124 


2.36351 


2.80284 


2.78165 


2.23074 








6, 

etc. 


1.93754 


2.69450 


2.92174 


2.69450 


1.93754 








4,-4 


8.81599 


0.74027 


1.95111 


2.67811 






4,-2 


0.50618 


1.88639 


2.72366 


3.14963 










4, 


1.46042 


2.53960 


3.11363 


3.29656 


etc. 








4,.. 2 


2.02469 


2.86083 


3.20078 


3.14963 










2.29354 


2.89559 


2.99250 


2.67811 










2,-2 


8.79017 


0.77244 


2.05687 


2.88078 


3.32987 






2, 


0.52256 


1.94853 


2.84478 


3.34993 


3.51379 


etc. 






2, +2 


1.48477 


2.59198 


3.20300 


3.43708 


3.32987 








0, 


8.78220 


0.78220 


2.08862 


2.94056 


3.42664 


3.58500 


etc. 
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Exp. 


+ ^'iJ 


-tgV 


+ igHJ 


-tgV 


+ tgH/ 


- tg*V 


+ tg«*/ 


11,-11 


9.22580 






• 








11,- 9 


0.26719 














11,- 7 


0.96616 














1!,- 5 


1.44328 














11,- 3 


1.74431 














11,- 1 


1.89044 














etc. 
















9,-9 


8.94497 


0.54703 


1.22372 


9,-7 


0.42209 


1.50127 


1.82863 










9,-5 


1.29715 


2.10333 


2.200!^4 










9,-3 


1.86925 


2.47131 


2.38113 










9,-1 
elc. 


2.22143 


2.64740 


2.38776 










7.-7 


8.84231 


0.69964 


1.80515 


2.35606 


2.32803 


7.-5 


0.49552 


1.82458 


!^. 57470 


!^.84577 


2.57949 






7,-3 


1.46556 


2.51478 


3.02665 


3.08464 


2.62089 






7,-1 


2.08880 


2.9!^494 


3.23934 


3.10901 


2-46119 






etc. 
















5,-5 


8.78795 


0.77022 


2.04322 


2.83717 


3.22411 


3.20638 


9.69148 


5,-3 


0.53614 


1.98330 


2.89312 


3.39827 


3.53657 


3.29353 


2.56654 


5,-1 


1.55733 


2.71569 


3.37687 


3.65671 


3.58292 


3.13383 


2.2oon 


etc. 
















3,-3 


8.75800 


0.80722 


2.16419 


3.06728 


3.6035!^ 






3,-1 


0.55733 


2.06248 


3.04588 


3.64794 


3.92094 


etc. 




3,4-1 
3,-. 3 


1.59872 


2.80284 


3.52300 


3.88202 


3.92094 




2.23555 


3.19663 


3.68271 


3.80764 


3.60352 






1,-1 


8.74441 


0.82359 


2.21716 


3.16601 


3.76123 


4.04453 


etc. 


l. + l 


0.56395 


2.08683 


3.09222 


3.72231 


4.03230 


4.04453 


n, - n 


9.20731 














12,-10 


0.28649 














12,- 8 


1.02686 














12,- 6 


1.54973 














12,- 4 


1.90192 














12,- 2 


2.10604 














12, 


2.17298 














etc. 
















10, — 10 


8.92477 


0.56822 


1.28838 


10,- 8 


0.44328 


1.56822 


1.94388 










10,— ft 


1.36410 


2.22143 


2.37270 










10,— 4 


1.98735 


2.64740 


2.61937 










10,- 2 


2.39752 


2.89044 


2.70335 










10. 


2.63080 


2.96962 


2.63080 










etc. 
















8,-8 


8.82003 


0.72312 


1.87693 


2.47899 


2.50532 


8,-6 


0.51900 


1.89921 


!^.70369 


3.03275 


2.82863 


, 




8,-4 


1.54019 


2.64740 


3.W143 


3.34637 


2.95516 






8,-2 


2.22143 


3.12452 


3.51146 


3.46031 


2.89^64 






8, 


2.66076 


3.38776 


3.60524 


3.38776 


2.66076 






etc. 










__^_g_ 




BBBHH 



Digitized by 



Google 



EnTWICKELÜNG der negativen und UNGRADEN POTENZEN U. S. W. 361 



Tafel IV. (Fortsetzung.) 



Exp. 


+ tgHJ 


-tgH/ 


+ tgHJ 


-tgV 


+ t«Hy 


-tg'HJ 


+ ig*HJ 


-tg'HJ 


+ t8^V 


5,-6 


8.76313 


0.79655 


2.12391 


2.97585 


3.42494 


3.47416 


3.03179 






«,-4 


0.56247 


2.06762 


3.03959 


3.61169 


3.82253 


3.65869 


3.01884 






«,-2 


1.64165 


2.86696 


3.60068 


3.95970 


3.97307 


3.62090 


2.79699 






6, 
etc. 


2.35204 


3.36427 


3.90052 


4.07123 


3.90052 


3.36427 


2.35204 






4,-4 


8.72996 


0.83717 


2.25630 


3.22634 


3.83513 


4.11843 


4.08064 


3.69148 


2.83954 


4,-* 


0.58729 


2.15939 


3.21534 


3.89658 


4.25673 


4.31473 


4.06485 


3.46963 


2.41164 


4, 
etc. 


1.69563 


2.97893 


3.78624 


4.24217 


4.39023 


4.24217 


3.78624 


2.97893 


1.69563 


2,-2 


8.71224 


0.85837 


2.32448 


3.35251 


4.03488 


4.41509 








J, 


0.59872 


2.20078 


3.29332 


4.02032 


4.43945 


4.57662 


etc. 






J^,+2 


1.71266 


3.01369 


3.84300 


4.32696 


4.51201 


4.41509 








0, 


8.70662 


0.86498 


2.34570 


3.39146 


4.09582 


4.50406 


4.63796 


elc. 


13,-13 


£X5 
9.19028 


















13,-11 


0.30422 


















13.- 9 


1.08237 


















13,- 7 


1.64664 


















13,- 5 


2.04458 


















18,- 3 


2.29986 


















13,- 1 


2.42480 


















etc. 




















11,-11 


8.90628 


0.58752 


1.34719 


11,- 9 


0.46258 


1.62891 


2.04805 














11,- 7 


1.42480 


2.32789 


2.52745 














11,- 5 


2.09380 


2.80500 


2.83134 














11,- 3 


2.55513 


3.10604 


2.98110 














11,- 1 
etc. 


2.84640 


3.25217 


2.98589 














9,-9 


8.79983 


0.74431 


1.94159 


2.58941 


2.66404 


9,-7 


0.54019 


1.96616 


2.81894 


3.19915 


3.04939 










9,-5 


1.60714 


2.76550 


3.39389 


3.57682 


3.24776 










9,-3 


2.33953 


3.30061 


.3.74970 


3.76550 


3.27738 










9,-1 
etc. 


2.83685 


3.63080 


3.92083 


3.78253 


3.14268 










7,-7 


8.74085 


0.82003 


2.19569 


3.09878 


3.60223 


3.70944 


3.32923 


7,-5 


0.58595 


2.14225 


3.16858 


3.79867 


.4.07167 


3.97476 


3.40746 






7,-3 


1.71628 


2.99958 


3.79546 


4.22143 


4.30734 


4.03434 


3.29759 






7,-1 

etc. 


2.48467 


3.56385 


4.17264 


4.42252 


4.33897 


3.89965 


2.99656 






5.-5 


8.70514 


0.86350 


2.33699 


3.36502 


4.03596 


4.38621 


4.42096 


4.11097 


3.34620 


6,-3 


0.61362 


2.24371 


3.36181 


4.11000 


4.54269 


4.67986 


4.51715 


4.01884 


3.06999 


5,-1 
etc. 


1.77995 


3.13020 


4.01005 


4.54516 


4.78038 


4.72924 


4.38245 


3.70007 


2.56290 


3, -.3 


8.68420 


0.88832 


2.41659 


3.51157 


4.26649 


4.72588 








3,-1 


0.62868 


2.29769 


3.46278 


4.26896 


4.77524 


5.00932 


etc. 






3. + 1 
3,4-3 


1.80957 


3.18978 


4.10624 


4.68711 


4.98130 


5.00932 






2.58773 


3.74263 


4.44699 


4.82181 


4.90995 


4.72588 








1,-1 


8.67445 


0.89976 


2.45302 


3.57796 


4.36947 


4.87462 


5.11767 


etc. 


1,+1 


0.63348 


2.31472 


3.49441 


4.31832 


4.84660 


5.10871 


5.11767 
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Tafel IV. (Fortsetzung.) 



Exp. 


+ ^HJ 


-tg«iy 


+ t«HJ 


-tg'i/ 


+ tgHy 


-tg'^y 


+ tg"iyj-t«*H/ 


+ lg-*J 


14,-14 


9.17448 


















14,-^12 


0.32061 


















14,-10 


1.13353 


















14,- 8 


1,73559 


















14,- 6 


2.17492 


















14,- 4 


2.47595 


















14,- % 


2.65204 


• 
















14, 


2.71003 


















etc. 












. 








12, - n 


8.88925 


0.60525 


1.40113 


12, - 10 


0.48031 


1.68443 


2.14307 














12,— 8 


1.48031 


2.42479 


2.66783 














12,— 6 


2.19071 


2.94767 


3.02230 














12,- 4 


2.69779 


3.29985 


3.22928 














12,- 2 


3.04022 


3.5P398 


3.29986 














12, 
etc. 


3,23771 


3.57093 


3.23771 












• 


10,-10 


8.78134 


0.76361 


2.00040 


2.68961 


2.80772 


10,— 8 


0.55949 


2.02685 


2.92311 


3.34908 


3.24761 










10,— 6 


1.66784 


2.87196 


3.54864 


3.78272 


3.50803 










10,- 4 


2.44598 


3.45821 


3.96167 


4.03546 


3.60949 










10,— 2 


2.99446 


3.84640 


4.19858 


4.12722 


3.55992 










10, 
etc. 


3.35828 


4.06508 


4.27592 


4,06508 


3.35828 








8,-8 


8.72065 


0.84122 


2.26035 


3.20920 


3.76095 


3.91931 


3.59346 


8,-6 


0.60714 


2.20920 


3.28383 


3.96507 


4.29243 


4.25352 


3.74836 






8,-4 


1.78323 


3.11768 


3.96792 


4.45188 


4.59994 


4.39389 


3.72968 




1 


8,-2 


2.60277 


3.73994 


4.41088 


4.72771 


4.71671 


4.35657 


3.54063 






8, 
etc. 


3.17265 


4.14269 


4.65456 


4.81729 


4.65456 


4.14269 


3.17265 






6,-6 


8.68286 


0.88698 


2.40877 


3.48795 


4.21325 


4.62149 


4.71840 


4.47536 


3.78313 1 


6,-4 . 


0.63710 


2.31834 


3.49080 


4.29698 


4.79183 


4.99595 


4.90577 


4.48664 


3.62495 


6,-2 


1.85458 


3.26282 


4.20483 


4.80689 


5.11465 


5.14269 


4.88305 


4.29759 


3.26956 1 


6, 
etc. 


2.69553 


3.89965 


4.65457 


5,08054 


5.21883 


5.08054 


4.65457 


3.89965 


2.69553 


4,-4 


8.65938 


0.91465 


2.49728 


3.65025 


4.46732 


4.99366 








4,-2 


0.65501 


2.38201 


3.60925 


4.48238 


5.06120 


5.37446 






i 


4, 


1.89389 


3.34105 


4.33005 


4.99010 


5.37145 


5.49639 


etc. 






4,+2 


2.73899 


3.97307 


4.76459 


5,23632^ 


5.43360 


5.37446 








4, +4 


3.30044 


4.34620 


4.95365 


5.24132 


5.25026 


4.99366 






1 


2,-2 


8.64641 


0.92971 


2.54513 


3.73702 


4.60108 


5.18541 


5.51561 




2, 


0.66344 


2.41163 


3.66387 


4.56696 


5.18239 


5.54141 


5.65952 


etc. 




2, + ^ 


1.90648 


3.36587 


4.36948 


5.04726 


5.45059 


5.60356 


5.51561 






0, 


8.64225 


0.93451 


2.56034 


3.76446 


4.64312 


5.24518 


5.59738 


5.71336 etc. || 


15,-15 


9.15976 














• 


. 


15.-13 


0.33585 












■ 






15,-11 


1.18095 


















15,- 9 


1.81777 


















15,- 7 


2.29490 


















15,— 5 


2.63732 


















15,- 3 


2.85917 


















15,- 1 


2.96831 


















etc. 


j^_^^ 














1 
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Tafel IV. (F( 


)rtsetzung.) 








Exp. 


+ tg<»i/ 


-tg«i/ 


+ tg*y 


-»g'i^ 


+ tg«i/ 


-tg«o{y 


+ ^'A'*IJ 


-tg»*iy 


+ tg'M'^ 


13,-13 


8.87345 


0.62164 


1.45094 














13,-11 


0.49670 


1.73558 


2.23044 














13,- 9 


1.53147 


2.51374 


2.79629 














13,- 7 


?.:i7966 


3.07801 


3.19611 














13.— 5 


^.8^813 


3.47595 


3.45367 














13,— 3 


3.:ii63i 


3.73122 


3.58146 














13,- 1 
etc. 


3.46495 


3.85616 


3.58509 














11,-11 


8.76431 


0.78134 


2.05434 


2.78134 


2.93895 


11,- 9 


0.577W 


2.08237 


3.01813 


3.48549 


3.42750 










11,- 7 


1.7^335 


2.96886 


3.68902 


3.96886 


3.74246 










11,— 5 


5^.54289 


3.60088 


4.15263 


4.27757 


3.90597 










11,— 3 


3.137U 


4.04021 


4.44676 


4.43340 


3.92825 










11,- 1 
eU5. 


3.55^10 


4.31689 


4.58989 


4.44599 


3.81174 










' 9,-9 


8.70216 


0.86052 


2.31916 


3.30940 


3.90463 


4.10875 


3.83119 


9,-7 


0.62644 


2.26989 


^.38800 


4.11500 


4.49065 


4.50288 


4.05210 






9,-5 


1.84393 


3.22414 


4.12267 


4.65778 


4.86021 


4.71215 


4.11009 






9,-3 


2.70922 


3.89754 


4.62285 


4.99767 


5.04882 


4.75562 


4.01222 






9, "1 
etc. 


3.33026 


4.3a829 


4.93231 


5.16199 


5.07180 


4.63912 


3.75623 






7,-7 


8.66266 


0.90817 


2.47343 


3.59837 


4.37197 


4.83136 


4.98263 


4.79758 


4.16749 


7,-5 


0.65829 


2.38529 


3.60605 


4.46338 


5.01259 


5.27470 


5.24667 


4.89449 


4.10535 


7,-3 


1.92153 


3.38092 


4.37729 


5.03734 


5.40725 


5.50223 


5.31514 


4.80886 


3.86799 


7,-1 
etc. 


2.81363 


4.07574 


4.8928 r 


5.38573 


5.59657 


5.53745 


5.19864 


4.54063 


3.44565 


5,-5 


8.63710 


0.93813 


2.56906 


3.77318 


4.64461 


5.22894 








5,-3 


0.67849 


2.45664 


3.73824 


4.66936 


5.31034 


5.69055 








5,-1 


1.96852 


3.47367 


4.52483 


5.25183 


5.70572 


5.90984 


etc. 






5,+l 


2.87162 


4.17265 


5.03671 


5.58762 


5.87205 


5.90984 






5,+3 


3.50001 


4.62495 


5.31955 


5.70413 


5.82222 


5.69055 








5, + 5 


3.90370 


4.86231 


5.39058 


5.60570 


5.54770 


5.22894 








3,-3 


8.62159 


0.95604 


2.62582 


3.87570 


4.80191 


5.45319 


5.85592 




3,-1 


0.68977 


2.49595 


3.81034 


4.78038 


5.46835 


5.90655 


6.11182 


etc. 




3, + l 
3, + 3 


1.99080 


3.51714 


4.59329 


5.35025 


5.84074 


6.09062 


6.11182 




2.89025 


4.20351 


5.08219 


5.65083 


5.95725 


6.02307 


5.85592 






j *'-* 


8.61424 


0.96449 


2.65245 


3.92352 


4.87473 


5.55597 


5.99532 


6.20821 


etc. 


l, + l 


0.69342 


2.50856 


3.83334 


4.81561 


5.51819 


5.97412 


6.20137 


6.20821 


16. - 16 


9.14597 






! 

1 

1 ' 






16,-14 


0.35009 








I 






16, n 


1.22515 








: I ! 1 




16, - 10 


1.89416 








; 






16,— 8 


2.40604 
















16,— 6 


2.78626 








1 








16.— 4 


3.04950 








! 








16,— t 


3.20440 


















16, 


3.25555 


















etc. 


mSS^S^ 
















______ 
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Tafel IV. (Fortsetzung.) 



Exp. 


+ tgn/i 


-tö'l^ 


+ tgSV 


-IgV 


+ ^'iJ 


-lg**i^ 


+ tg"l'^ 


-tg«M/ 


+ lg*H-^ 


14,-14 


8.85873 


0.63688 


1.49722 














14,-12 


0.51194 


1.78301 


2.31129 














14,-10 


1.57889 


2.59592 


2.91468 














14,— 8 


2.36184 


3.19798 


3.35559 














14,- 6 


2.94810 


3.63731 


3.65851 














14,- 4 


3.37768 


3.93835 


3.83689 














14,- 2 


3.67208 


4.11444 


3.89773 














14, 
etc. 


3.84337 


4.17243 


3.84337 














12,-12 


8.74851 


0.79773 


2.10415 


2.86591 


3.05974 


12,-10 


0.59361 


2.13352 


3.10550 


3.61065 


8.59217 










12,- 8 


1.77451 


3.05781 


3.81748 


4.13871 


3.95578 










12,- 6 


2.63184 


3.73122 


4.32644 


4.49714 


4.17383 










12,- 4 


3.26746 


4.21631 


4.67115 


4.70894 


4.25815 










12,- 2 


3.72849 


4.54414 


4.87149 


4.78558 


4.21348 










12, 
etc. 


4.03898 


4.73222 


4.93727 


4.73122 


4.03898 


' 








10,-10 


8.68513 


0.87825 


2.37310 


3.40113 


4.03586 


4.28137 


4.04729 


10,— 8 


0.64417 


2.32541 


3.48302 


4.25141 


4.67054 


4.72854 


4.32604 






10,— 6 


1.89944 


3.32104 


4.26305 


4.84392 


5.09464 


4.99773 


4.45004 






10,- 4 


2.80613 


4.04021 


4.81383 


5.23979 


5.34530 


5.11009 


4.42885 






10,— 2 


3.47292 


4.55210 


5.18049 


5.46816 


5.44013 


5.07438 


4.1^6404 






10, 
etc. 


3.95005 


4.89093 


5.38577 


5.54290 


5.38577 


4.89092 


3.95005 






8,-8 


8.64417 


0.92747 


2.53224 


3.69857 


4.51565 


5.02080 


5.22036 


5.08646 


4.51074 


8,-6 


0.67759 


2.44598 


3.71022 


4.61331 


5.21081 


5.52407 


5.55041 


5.25622 


4.52922 


S,-4 


1.98223 


3.48738 


4.53204 


5.24324 


5.66752 


5.82049 


5.69555 


5.25622 


4.38789 


8,-2 


2.92008 


4.23334 


5.10478 


5.65569 


5.92868 


5.93651 


5.67023 


5.09140 


4.08359 


8, 
elc. 


3.60326 


4.75623 


5.47639 


5.88216 


6.01381 


5.88215 


J5.47639 


4.75623 


3.60326 


6,-6 


8.61690 


0.95932 


2.63372 


3.88360 


4.80333 


^.43881 








6,-4 


0.69968 


2.52359 


3.85349 


4.83576 


5.53110 


5.96930 








6,-2 


2.03547 


3.59177 


4.69729 


5.48228 


5.99832 


6.26939 








6, 


2.98972 


4.34874 


5.27495 


5.89281 


6.24979 


6.36676 


etc. 






6, + 2 


3.67610 


4.86799 


5.63514 


6.09890 


6.30414 


6.26939 








6, +4 


4.14674 


5.18453 


5.79995 


6.11198 


6.16312 


5.96930 








6, +6 


4.42756 


5.31362 


5.77494 


5.92791 


5.81193 


5.43881 








4.-4 


8.59931 


0.97952 


2.69760 


3.99863 


4.97920 


5.68847 


6.15336 




4,-2 


0.71325 


2.57058 


3.93933 


4.96736 


5.71749 


6.22264 


6.50044 






4, 


2.06543 


3.64976 


4.78807 


5.61198 


6.17501 


6.50407 


%.^ni% 


etc. 




♦.+J^ 


3.02288 


4.40309 


5.35431 


6.00213 


6.39570 


6.55843 


6.50044 






4, + 4 


3.69958 


4.90370 


5.68545 


6.16694 


6.39418 


6.38745 6.15336 






2,-2 


8.58940 


0.99080 


^73314 


4.06220 


5.07556 


5.82375 


6.33563 


6.62770 




2. 


0.71975 


2.59288 


3.97981 


5.02903 


5.80415 


6.33926 


6.65367 


6.75742 


etc. 


2,+2 


2.07512 


3.66941 


4.81711 


5.65325 


6.23090 


6.57769 


6.70803 


6.62770 




0. 


8.58620 


0.99444 


2.74456 


4.08258 


5.10634 


5.86676 


6.39326 


6.70306 


6.805^ 
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Tafel IV. (Fortsetzung.) 








Eip. 


+ tßV 


-tgV 


+ tgM/ 


-lg.|y 


+ ^^U 


-tg*<»i/[+lg««JV 


-ig'^J 


+ t«*V 


17,-17 


9.1330J 


















17,-15 


0.36346 


















17,-13 


i.%Ubö 


















17,-11 


1.9655^ 


















17,- 9 


2.50958 


















17,- 7 


2.9^56 


















17,- 5 


3.^559 


















17,- 3 


3.m88 


















17,- 1 


3.51879 


















etc. 




















15,-15 


8.84494 


0.65112 


1.54042 


15,-13 


0.52618 


1.82721 


2.38652 














15,-11 


1.62309 


2.67231 


3.02449 














15,-. 9 


2.43823 


3.30913 


3.50295 














15.- 7 


3.05925 


3.78625 


3.84696 














15,- 5 


3.52662 


4.12868 


4.07069 














15.- 3 


3.86241 


4.35053 


4.18212 














15,- 1 

elc. 


4.07946 


4.45967 


4.18497 














13,-13 


8.73379 


0.81297 


2.15043 


2.94438 


3.17162 


13,-11 


0.60885 


2.18095 


3.18634 


3.72625 


3.74398 










13,- 9 


1.82193 


3.13999 


3.93587 


4.29489 


4.15147 










13,- 7 


2.71402 


3.85119 


4.48592 


4.69801 


4.41818 










13,- 5 


3.38743 


4.37767 


4.87599 


4.95954 


4.55705 










13,— 3 


3.88956 


4.75126 


5.12692 


5.09216 


4.57442 










13,- 1 
etc. 


4.24611 


4.98950 


5.24991 


5.10185 


4.47176 










11,-11 


8.66933 


0.89464 


2.42291 


3.48570 


4.15665 


4.43995 


4.24538 


11,- 9 


0.66056 


2.37656 


3.57039 


4.37657 


4.83521 


4.93459 


4.57657 






11,- 7 


1.95060 


3.40999 


4.39151 


5.01377 


5.30796 


5.25681 


4.75741 






11.- 5 


2.89508 


4.17055 


4.98762 


5.45935 


5.61316 


5.42910 


4.80222 






11,- 3 


3.60326 


4.72820 


5.40488 


5.74370 


5.77003 


5.46227 


4.71408 






11»- 1 

elc. 


4.12614 


5.11817 


5.66737 


5.88249 


5.78751 


5.35961 


4.49128 






9.-9 


8.62714 


0.94520 


2.58618 


3.79030 


4.64688 


5.19342 


4.43645 


4.34831 


4.82089 


9,-7 


0.69532 


2.50150 


3.80524 


4.74972 


5.39070 


5.74972 


5.82435 


5.58131 


4.90868 


9,-5 


2.03774 


3.58428 


4.67242 


5.42938 


5.90195 


6.10607 


6.03550 


5.65416 


4.84798 


9,-3 


3.01699 


4.37601 


5.29574 


5.89780 


6.22516 


6.29098 


6.08686 


5.57498 


4.63971 


9,-1 
etc. 


3.74592 


4.95004 


5.72457 


6.18833 


6.38214 


6.31742 


5.98420 


5.34322 


4.27741 


7.-7 


8.59841 


0.97862 


2.69253 


3.98380 


4.94700 


5.62824 








7,-5 


0.71898 


2.58428 


3.95766 


4.98569 


5.72932 


6.21867 








7,-3 


2.09617 


3.69823 


4.85204 


5.68818 


6.25839 


6.58765 








7,-1 


3.09617 


4.50634 


5.48692 


6.16277 


6.58190 


6.76582 


etc. 






''H 


kl 


3.83371 


5.08359 


5.91289 


6.44360 


6.72138 


6.76582 






7,- 


-3 


4.36234 


5.46708 


6.15504 


6.54625 


6.68455 


6.58765 








7,- 


-5 


4.71010 


5.67534 


6.22382 


6.47370 


6.46686 


6.21867 








7,- 


-7 


4.89095 


5.71486 


6.11819 


6.21681 


6.04966 


5.62824 








5,-5 


8.57911 


1.00071 


2.76226 


4.10905 


5.13792 


5.89834 


6.41759 




5,-3 


0.73444 


2.63753 


4.05458 


5.13376 


5.93825 


6.50139 


6.84134 






5,-1 


2.13238 


3.76786 


4.96053 


5.84243 


6.46761 


6.86362 


7.04451 


elc. 




5, + l 
5,4-3 


3.14098 


4.57918 


5.59255 


6.30732 


6.77344 


7.01535 


7.04451 






3.87567 


5.14674 


6.00104 


6.56171 


6.87610 


6.96628 


6.84134 






5, + ä 


4.38977 


5.50674 


6.20931 


6.61825 


6.77855 


6.70967 


6.41759 







26' 
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Tafel IV. (Fortsetzung.) 



Eip 


+ tgV 


-tgV 


+ tgV 


— tgV 


+ tgV 


-tg'V 


+ tg'V 


-tg«v 


+ lg*V 


3,-3 


8.56714 


1.01428 


2.80492 


4.18513 


5.25285 


6.05903 


6.63307 


6.99209 




3,-1 


0.74323 


2.66751 


4.10880 


5.21601 


6.05329 


6.65535 


7.04229 


7.22522 


etc. 


3, +3 


2.14977 


3.80105 


5.01189 


5.91498 


6.56517 


6.99115 


7.20863 


7.22522 




3.15552 


4.60268 


5.62644 


6.35344 


6.83416 


7.09380 


7.14496 


6.99209 




1,-1 


8.56138 


1.02077 


2.82525 


4.22126 


5.30717 


6.13454 


6.73357 


7.12255 '7.31202 1 


l, + l 


0.74607 


2.67719 


4.12628 


5.24245 


6.09011 


6.70440 


7.10597 


7.3066317.31202 | 


18,-18 


9.1208 


















18,-16 0.3761 
















18, — 1i 


1.3055 












i 
1 




18. — U 


2.0325 


















18. — 10 


2.6065 


















18,- 8 


3.0537 


















18,— 6 


3.3894 


















18,— 4 


3.6235 


















18.— 2 


3.7618 


















18, 


3.8076 


















elc. 




















lü, — lö 


8.8320 


0.6645 


1.5809 


1 


16,-14 


0.5396 


1.8686 


2.4569 














16,-12 


1.6645 


2.7437 


3.1269 














16,-10 


2.5096 


3.4127 


3.6399 














16,— 8 


3.1628 


3.9246 


4.0215 














16,- 6 


3.6649 


4.3048 


4.2863 














16,— 4 


4.0385 


4.5680 


4.4431 














16,- 2 


4.2969 


4.7229 


4.4965 














16, 
elc. 


4.4482 


4.7741 


4.4482 














14,-14 


8.7200 


0.8272 


2.1936 


3.0175 


3.2758 


14,-12 


0.6231 


2.2252 


3.2616 


3.8337 


3.8848 










14,-10 


1.8661 


3.2164 


4.0457 


4.4395 


4.3323 










14,— 8 


2.7904 


3.9624 


4.6333 


4.8832 


4.6428 










14,- 6 


3.4986 


4.5266 


5.0644 


5.189i 


4.8304 










14,— 4 


4.0385 


4.9416 


5.3607 


5.3717 


4.9023 










14,- 2 


4.4364 


5.2256 


5.5343 


5.4374 


4.8617 










14, 
elc. 


4.7079 


5.3891 


5.5915 


5.3891 


4.7079 










12. - 12 


8.65 46 


0.9099 


2.4692 


3.5642 


4.2685 


4.5866 


4.4282 


12,-10 


0.6758 


2.4240 


3.6512 


4.4922 


4.9870 


5.1242 


4.8047 






12.— 8 


1.9980 


3.4922 


4.5099 


5.1700 


5.5037 


5.4939 


5.0380 






12,— Ö 


2.9773 


4.2905 


5.1471 


5.6602 


5.8575 


5.7192 


5.1406 






12,— 4 


3.7232 


4.8896 


5.6097 


5.9943 


6.0689 


5.8123 


5.1185 






12,— 2 


4.2875 


5.3253 


5.9228 


6.1891 


6.1485 


5.7785 


4.9724 






12, 
etc. 


4.6984 


5.6179 


6.1002 


6.2531 


6.1002 


5.6179 


4.6984 






10,-10 


8.6113 


0.9616 


2.6360 


3.8749 


4.7677 


5.3520 


5.6346 


5.5878 


5.1038 


10,— 8 


0.7117 


2.5527 


3.8926 


4.8749 


5.5554 


5.9558 


6.0739 


5.8766 


5.2523 


10,— 6 


2.0889 


3.6732 


4.8009 


5.5992 


6.1153 


6.3652 


6.3429 


6.0127 


5.2609 


10,— 4 


3.1059 


4.5064 


5.4696 


6.1174 


6.4930 


6.61Q0 


6.4602 


6.0063 


5.1332 


10.— 2 


3.8763 


5.1261 


5.9490 


6.4639 


6.7120 


6.7053 


6.4342 


5.8602 


4.8670 


10, 


4.4535 


5.5705 


6.2658 


6.6570 


6.7839 


6.6570 


6.2658 


5.5705 


4.4535 


elc. 


















^^^^^^ 


^B^^BB 










^^i^^sm 
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Tafel IV. (F^ 


3rtsetzung:) 










Exp. 


+ l«V 


-tg«»J 


+tgV 


-i«V 


+t«V 


-tg*«ij 


+ lg*V 


-ig'V 


+ »g'V 


-ig''iJ 


+ «g"i-^ 


8,-8 


8.5814 


0.9964 


2.7465 


4.0755 


5.0782 


5.8009 


5.2658 


5.4787 


6.4283 


6.0762 


5.3066 


8,-6 


0.7367 


2.6398 


4.0527 


5.1221 


5.9092 


6.4443 


6.7408 


6.7988 


6.6033 


6.1128 


5.2097 


8,.— 4 


2.1517 


3.7951 


4.9924 


5.8743 


6.4930 


6.8732 


7.0245 


6.9442 


6.6151 


5.9941 


4.9619 


8,-2 


3.1931 


4.6490 


5.6779 


6.4049 


6.8784 


7.1203 


7.1380 


6.9272 


6.4600 


5.7189 


4.5562 


8, 
etc. 


3.9764 


5.2774 


6.1611 


6.7498 


7.0897 


7.2011 


7.0897 


6.7498 


6.1611 


5.2774 


3.9764 


6,-6 


8.5606 


1.0200 


2.8211 


4.2093 


5.2816 


6.0878 


6.6553 




! 1 


6,-4 


0.7537 


2.6982 


4.1588 


5.2837 


6.1365 


6.7508 


7.1451 






6,-2 


2.1931 


3.8743 


5.1153 


6.0483 


6.7279 


7.1819 


7.4249 




t i 


6, 


3.2474 


4.7368 


5.8045 


6.5773 


7.1056 


7.4144 


7.5161 


etc. 


1 1 


6, +2 


4.0333 


5.3623 


6.2788 


6.9064 


7.2933 


7.4627 


7.4249 


1 i 


6, + 4 


4.6054 


5.7893 


6.5644 


7.0525 


7.3000 


7.3280 


7.1451 


1 ■ 
1 




6,4-« 


4.9927 


6.0371 


6.6727 


7.0195 


7.1218 


6.9986 6.6553 








4,-4 


8.5469 


1.0355 


2.8696 


4.2956 


5.4116 6.2689 


6.8973 


7.3143 




4,-2 


0.7644 


2.7345 


4.2241 


5.3824 


6.2741 6.9341 


7.3832 


7.6331 


' 




4, 


2.2167 


3.9191 


5.1844 


6.1454 


6.8578 1 7.3507 


7.6407 


7.7365 


. 1 
etc. i 


I 


4,4-2 

4,-. 4 


3.2736 


4.7788 


5.8647 


6.6586 


7.2119 


7.5507 


7.6890 


7.6331 


j 




4.0518 


5.3898 


6.3166 


6.9565 


7.3580 


7.5451 7.5293 


7.3143 


1 




2,-2 


8.5391 


1.0443 


2.8970 


4.3442 


5.4845 


6.3698 


7.0310 


7.4869 


7.7490 




2, 


0.7696 


2.7518 


4.2553 


5.4294 


6.3393 


7.0205 


7.4946 


7.7744 


7.8670 


etc. 




2, +2 


2.2244 


3.9337 


5.2067 


6.1767 


6.8994 


7.4046 


7.7092 


7.8227 


7.7490 
7.8187 


7.9102 




0, U 18.5366 


1.0471 


2.9059 


4.3599 


5.5080 


6.4023 


7.0739 17.5421 


etc. ! 


19, — J9 


9.1092 






















19,-17 


0.3879 




















19,-15 


1.3422 




















19,-13 


2.0955 




















19, — 11 


2.6976 


















i 


19,— 9 


3.1747 




















19,- 7 


3.5427 




















19,- 5 


3.8115 


















19,— 3 


3.9876 








1 








1 


19,- 1 


4.0748 




















etc. 
















« 




1 


17,-17 


8.8197 


0.6771 


1.6191 


17,-15 


0.5521 


1.9075 


2.5229 




1 








t 


17,-13 


1.7034 


2.8106 


3.2228 














1 


17,-11 


2.5765 


3.5096 


3.7679 














' 


17,- 9 


3.2597 


4.0537 


4.1840 














1 


17,— 7 


3.7940 


4.4686 


4.4864 
















17,- 5 


4.2024 


4.7697 


4.6842 














1 


17,— 3 


4.4986 


4.9660 


4.7830 
















17,- 1 
etc. 


4.6913 


5.0629 


4.7853 












1 


15,-15 


8.7070 


0.8406 


2.2342 


3.0861 3.3733 


15,-13 


0.6365 


2.2666 


3.3319 


3.9340 4.0162 






1 1 


15,-11 


1.9075 


3.2877 


4.1481 


4.5741 14.5003 












15.— 9 


2.8618 


4.0659 


4.7702 


5.0549 1 4.8508 








i 




15,- 7 


3.6021 


4.6649 


5.2390 


5.4017 15.0822 








1 




15,- 5 


4.1768 


5.1177 


5.5763 


5.6287 5.2027 














15,- 3 


4.6125 


5.4431 


5.7953 


5.7441 i 5.2167 














15,— 1 


4.9253 


5.6523 


5.9031 


5.7518 5.1249 














etc. 








1 
1 


^■ÜHl 


HH^ 


■■■IH 




^■HB 


■■MHB 
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Tafel IV. (F^ 


artselzi 


^ng) 










Exp. 


+tgV 


-t«V 


+ «gV 


-ißV 


+tgV 


-tg**i/ 


+tg*V 


-tg-v 


+tg'V 


-tg'V 


+t«-i; 


13,-13 


S.640S 


0.9241 


2.5124 


3.6373 


4.3727 


4.7230 


4.5980 










13,-11 


0.6900 


2.4682 


3.7265 


4.5996 


5.1279 


5.2998 


5.0165 










13,- 9 


2.0422 


3.5686 


4.6197 


5.3145 


5.6844 


5.7125 


5.2961 










13.— 7 


3.0537 


4.4017 


5.2945 


5.8454 


6.0822 


5.9853 


5.4502 










13.— 5 


3.8344 


5.0385 


517982 


6.2241 


6.3422 


6.1314 


5.4859 










13,- 3 


4.4365 


5.5156 


6.1566 


6.4686 


6.4763 


6.1576 


5.4057 










13,- 1 
etc. 


4.8887 


5.8540 


6.3845 


6.5887 


6.4901 


6.0658 


5.2085 










11,-11 


8.5966 


0.9768 


2.6823 


3.9533 


4.8796 


5.4986 


5.8174 


5.8084 


5.3640 


11,- 9 


0.7270 


2.6001 


3.9735 


4.9905 


5.7072 


6.1454 


6.3030 


6.1471 


5.5662 






11,- 7 


2.1363 


3.7554 


4.9193 


5.7554 


6.3110 


6.6022 


6.6234 


6.3390 


5.6355 






11,- 5 


3.1881 


4.6263 


5.6290 


6.3182 


6.7374 


6.9001 


6.7986 


6.3959 


5.5771 






11,— 3 


3.9962 


5.2875 


6.1538 


6.7145 


7.0109 


7.0554 


6.8387 


6.3226 


5.3915 






11,- 1 

etc. 


4.6149 


5.7776 


6.5212 


6.9636 


7.1448 


7.0759 


6.7469 


6.1185 


5.0741 






9.-9 


8.5656 


1.0127 


2.7963 


4.1601 


5.1990 


5.9595 


6.4639 


6.7181 


6.7113 


6.4049 


5.6836 


»,-7 


0.7531 


2.6910 


4.1401 


5.2473 


6.0739 


6.6504 


6.9903 


7.0941 


6.9469 


6.5075 


5.6588 


9,-5 


2.2028 


3.8841 


5.1209 


6.0442 


6.7063 


7.1323 


7.3319 


7.3027 


7.0280 


6.4650 


5.4949 


9,-3 


3.2820 


4.7794 


5.8517 


6.6245 


7.1462 


7.4393 


7.5114 


7.3585 


6.9625 


6.2793 


5.1892 


»,-1 
elc. 


4.1067 


5.4535 


6.3855 


7.0253 


7.4196 


7.5890 


7.5398 


7.2668 


6.7506 


5.9461 


4.7323 


7.-7 


8.5436 


1.0377 


2.8750 


4.3010 


5.4128 


6.2604 


0.8714 










7,-5 


0.7715 


2.7537 


4.2538 


5.4201 


6.3164 


6.9764 


7.4190 










7,-3 


2.2486 


3.9712 


5.2557 


6.2345 


6.9623 


7.4675 


7.7649 










7,-1 


3.3443 


4.8795 


5.9955 


6.8194 


7.4020 


7.76«9 


7.9327 


etc. 








T.-\ 


1-1 


4.1759 


5.5562 


6.5270 


7.2126 


7.6617 


7.8980 


7.9327 








7,- 


-3 


4.7992 


6.0411 


6.8784 


7.4334 


7.7534 


7.8606 


7.7649 










7,- 


-5 


5.2445 


6.3558 


7.0640 


7.4900 


7.6794 


7.6531 


7.4190 










7,H 


-7 


5.5285 


6.5107 


7.0884 


7.3808 


7.4319 


7.2604 


6.8714 










5,-5 


8.5284 


1.0548 


2.9284 


4.3958 


5.5553 


6.4583 


7.1350 


7.6032 




5,-3 


0.7837 


2.7951 


4.3282 


5.5323 


6.4723 


7.1835 


7.6869 


7.9948 








5,-1 


2.2774 


4.0256 


5.3391 


6.3513 


7.1180 


7.6690 


8.0211 


8.1839 








5, + l 


3.3801 


4.9364 


6.0767 


6.9286 


7.5440 


7.9498 


8.1606 


8.1839 


etc. 






5. +3 


4.2094 


5.6054 


6.5944 


7.3012 


7.7753 


8.0415 


8.1129 


7.9948 








5, + 5 


4.8210 


6.0719 


6.9195 


7.4868 


7.8214 


7.9464 


7.8726 


7.6032 








3,-3 


8.5189 


1.0654 


2.9617 


4.4546 


5.6432 


6.5797 


7.2952 


7.8092 


8.1333 




3,-1 


0.7907 


2.8188 


4.3705 


5.5958 


6.5600 


7.2992 


7.8355 


8.1823 


8.3474 


etc. 




\'.t\ 


2.2913 


4.0518 


5.3791 


6.4072 


7.1920 


7.7641 


8.1413 


8.3340 


8.3474 




3.3917 


4.9549 


6.1029 


6.9638 


7.5896 


8.0076 


8.2331 


8.2741 


8.1333 






1,-1 


8.5143 


1.0706 


2.9777 


4.4829 


5.6853 


6.6376 


7.3713 


7.9064 


8.2556 


8.4263 


etc. 


1, + 1 


0.7930 


2.8265 


4.3843 


5.6164 


6.5884 


7.3366 


7.8832 


8.2422 


8.4219 


8.4263 


20,-20 


£i2 
9.0982 






















20, — 18 


0.3992 






















20,-16 


1.3769 






















20,-14 


2.1551 






















20,-12 


2.7835 






















20, - 10 


3.2886 






















20,- 8 


3.6866 






















20,- 6 


3.9876 






















20,— 4 


4.1985 






















20,— 2 


4.3234 






















20, 
elc. 


4.3648 














• 









Digitized by 



Google 



EnTWICKSLUNG der negativen und UNGRADEN POTENZEN U. S. W. 369 













Tafel IV. (Fortsetz! 


iing.) 










Bzp. 


+ tgV 


— tgV 


+ tgV 


-tgV + i«V~ig*V 


+ tß"i-'!-tg"47 


+ig'V 


-tg'V 


+tg'V 


18,-18 


8.8082 


0.6890 


1.6551 


















18,-16 


0.5640 


1.9443 


2.5852 
















18, — 14 


1.7401 


2.8737 


3.3130 












i 

1 




18. — 12 


2.6396 


3.6007 


3.8879 












1 


18, - 10 


3.3508 


4.1747 


4.3361 














1 


18,— 8 


3.9151 


4.6219 


4.6730 






^ 












18,- 6 


4.3556 


4.9576 


4.9084 


















18,— 4 


4.6860 


5.1917 


5.0483 












■j 




18,— 2 


4.9170 


5.3300 


5.0960 
















18, 
etc. 


5.0525 


5.3758 


5.0525 


1 














16,-16 


8.6948 


0.8532 


2.2723 


3.1506 


3.4650 


1 


16,-14 


0.6491 


2.3055 


3.3980 


4.0281 


4.1392 










1 


16,-12 


1.9464 


3.3547 


4.2440 


4.6999 


4.6572 










1 


16, — 10 


2.9287 


4.U28 


4.8982 


5.2150 


5.0443 














16,— 8 


3.6990 


4.7940 


5.4015 


5.5990 


5.3157 














16,— 6 


4.3059 


5.2815 


5.7764 


5.8666 


5.4801 














16,- 4 


4.7764 


5.6447 


6.0364 


6.0267 


5.5427 














16,- 2 


5.1270 


5.8954 


6.1896 


6.0841 


5.5055 














16, 

etc. 


5.3679 


6.0406 


6.2402 


6.0406 


5.3679 














li, — 14 


8.6279 


0.9375 


2.5529 


3.7059 


4.4702 


4.8505 


4.7566 


14,-12 


0.7034 


2.5096 


3.7968 


4.6999 


5.2592 


5.4633 


5.2135 










14,-10 


2.0836 


3.6399 


4.7221 


5.4491 


5.8524 


5.9152 


5.5350 










14,— 8 


3.1250 


4.5052 


5.4314 


6.0171 


6.2901 


6.2310 


5.7354 










14,— 6 


3.9379 


5.1768 


5.9727 


6.4364 


6.5941 


6.4246 


5.8225 










14,- 4 


4.5748 


5.6917 


6.3722 


6.7256 


6.7768 


6.5038 


5.8003 










11,- 2 


5.0648 


6.0715 


6.6455 


6.8954 


6.8451 


6.4719 


5.6690 


i 






14, 
etc. 


5.4259 


6.3290 


6.8016 


6.9514 


6.8016 


6.3290 


5.4259 


1 






12,-12 


8.5828 


0.9911 


2.7255 


4.0265 


4.9838 


5.6350 


5.9872 


6.0130 


5.6048 


12, — 10 


0.7412 


2.6443 


4.0487 


5.0979 


5.8480 


6.3210 


6.3148 


6.3967 


5.853i 






12,— 8 


2.1805 


3.8318 


5.0291 


5.9000 


6.4917 


6.8208 


6.8815 


6.6385 


5.9784 






12,- 6 


3.2645 


4.7375 


5.7764 


6.5034 


6.9620 


7.1662 


7.1082 


6.7512 


5.9807 






12,- 4 


4.1074 


5.4364 


6.3423 


6.9443 


7.2843 


7.3744 


7.2060 


6.7411 


5.8644 






12,- 2 


4.7638 


5.9679 


6.7550 


7.2432 


7.4727 


7.4550 


7.1803 


6.6099 


5.6276 






12, 
etc. 


5.2644 


6.3546 


7.0313 


7.4115 


7.5347 


7.4115 


7.0313 


6.3546 


5.2644 






10,-10 


8.5509 


1.0280 


2.8426 


4.2386 


5.3109 


6.1061 


6.6467 


6.9388 


6.9714 


6.7064 


6.0286 


10,— 8 


0.7683 


2.7384 


4.2209 


5.3629 


6.2257 


6.8400 


7.2194 


7.3646 


7.2608 


6.8673 


6.0668 


10,— 6 


2.2503 


3.9663 


5.2393 


6.2004 


6.9020 


7.3694 


7.6124 


7.6290 


7.4026 


6.8908 


5.9751 


10,- 4 


3.3642 


4.8993 


6.0112 


6.8253 


7.3906 


7.7294 


7.8498 


7.7481 


7.4064 


6.7813 


5.7532 


10,— 2 


4.2267 


5.6149 


6.5903 


7.2759 


7.7183 


7.9390 


7.9442 


7.7292 


7.2752 


6.5376 5.3963 11 


10, 

etc. 


4.8936 


6.1533 


7.0060 


7.5733 


7.9007 


8.0079 


7.9007 


7.5733 


7.0060 


6.1533 4.8936 1 


8,-8 


8.5278 


1.0541 


2.9248 


4.3856 


5.5336 


6.4190 


7.0695 










8,-6 


0.7879 


2.8049 


4.3411 


5.5453 


6.4810 


7.1825 


7.6686 










8,-4 


2.2998 


4.0602 


5.3841 


6.4043 


7.1756 


7.7265 


8.0722 










8,-2 


3.4333 


5.0098 


6.1693 


7.0390 


7.6699 


8.0879 


8.3061 










8, 


4.3063 


5.7323 


6.7514 


7.4881 


7.9916 


8.2859 


8.3828 


etc. 








8,- 


-2 


4.9753 


6.2683 


7.1600 


7.7730 


8.1552 


8.3293 


8.3061 










8,- 


-4 


5.4717 


6.6411 


7.4114 


7.9043 


8.1663 


8.2192 


8.0722 










8,. 


-6 


5.8137 


6.8629 


7.5131 


7.8847 


8.0230 


7.9484 


7.6686 










8,- 


-8 


6.0110 


6.9389 


7.4654 


7.7095 


7.7149 


7.4999 


7.0695 
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Tafel IV. (Fortsetzung.) 










Exp. 


+ tgV 


-tgV 


+ tgV 


-igV 


+ tgV 


-tg'*J/ 


+lg*V 


-tg'V 


+tg*V 


~tg'V+ig-y| 


6,-6 


8.5114 


1.0725 


2.9823 


4.4875 


5.6865 


6.6310 


7.3511 


7.8651 








6.-4 


0.8014 


2.8507 


4.4232 


5.6688 


6.6522 


7.4091 


7.9609 


8.3199 








6,-2 


2.3329 


4.1225 


5.4795 


6.5375 


7.3525 


7.9545 


8.3611 


8.5818 








6, 


3.4770 


5.0790 


6.2676 


7.1707 


7.8405 


8.3043 


8.5773 


8.6574 


etc. 






6, +2 
6, + 4 


4.3520 


5.7992 


6.8426- 


7.6074 


8.1436 


8.4768 


8.6207 


8.5818 








5.0148 


6.3237 


7.2335 


7.8677 


8.2749 


8.4790 


8.4924 


8.3199 








6, +6 


5.4963 


6.6746 


7.4553 


7.9605 


8.2371 


8.3077 


8.1827 


7.8651 








4,-4 


8.5004 


1.0847 


3.0205 


4.5548 


5.7869 


6.7691 


7.5330 


8.0980 


8.4766 




4,-2 


0.8100 


2.8795 


4.4747 


5.7458 


6.7582 


7.5486 


8.1392 


8.5440 


8.7713 






4, 


2.3520 


4.1582 


5.5339 


6.6131 


7.4523 


8.0824 


8.5217 


8.7814 


8.8673 


etc. 




4,+2 


3.4982 


5.1125 


6.3149 


7.2338 


7.9217 


8.4067 


8.7047 


8.8248 


8.7713 






4,+4 


4.3670 


5.8210 
1.0918 


6.8721 


7.6459 


8.1925 
5.8440 


8.5380 
6.8475, 


8.6965 


8.6753 


8.4766 






2,-2 


8.4941 


3.0424 


4.5933 


7.6356 


8.2287 


8.6400 


8.8776 




2, 


0.8142 


2.8934 


4.4995 


5.7828 


6.8091 


7.6153 


8.2241 


8.6501 


8.9023 


8.9859 


etc. 


2, +2 


2.3583 


4.1699 


5.5516 


6.6376 


7.4846 18.1237 


8.5734 


8.8453 


8.9458 


8.8776 




0, 


8.4920 


1.0941 


3.0495 


4.6058 


5.8626 


6.8729 


7.6688 


8.2708 


8.6925 


8.9424 


9.0252 
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Tafel V. (Fon 


Isetzung 


.) 








^ 


*• 


~A« 


V 


— *• *• 


—V* 


V« 


— V 


V 


— V» 


13 


9.19028 




















11 


8.90628 


0.30422 


















9 


8.79983 


0.46258 


1.08237 
















7 


8.74085 


0.54019 


1.42480 


1.64664 














5 


8.70514 


0.58595 


1.60714 


2.09380 


2.04458 












3 


8.68420 


0.61362 


•1.71628 


2.33953 


2.55513 


2.29986 










1 


8.67445 


0.62868 


1.77995 


2.48467 


2.83685 


2.84640 


2.42480 








14 


9.17448 














U 


8.88925 


0.32061 


















10 


8.78134 


0.48031 


1.13353 
















8 


8.72065 


0.55949 


1.48031 


1.73559 














6 


8.68286 


0.60714 


1.66784 


2.19071 


2.17492 












4 


8.65938 


0.63710 


1.78323 


2.44598 


2.69779 


2.47595 










% 


8.64641 


0.65501 


1.85458 


2.60277 


2.99446 


3.04022 


2.65202 











8.64225 


0.66344 


1.89398 


2.69553 


3.17265 


3.35828 


3.23771 


2.71003 






15 


9.15976 
















13 


8.87345 


0.33585 


















11 


8.76431 


0.49670 


1.18095 
















9 


8.70216 


0.57722 


1.53147 


181777 














7 


8.66266 


0.62644 


1.72335 


2.27966 


2.29490 












5 


8.63710 


0.65829 


1.84393 


2.54289 


2.82813 


2.63732 










3 


8.62159 


0.67849 


1.92153 


2.70922 


3.13712 


3.21631 


2.85917 








1 


8.61424 


0.68977 


1.96852 


2.81363 


3.33026 


3.55210 


3.46495 


2.96831 






16 


9.14597 
















14 


8.85873 


0.35009 


















n 


8.74851 


0.51194 


1.22515 
















10 


8.68513 


0.59361 


1.57889 


1.89416 














8 


8.64417 


0.64417 


1.77451 


2.36184 


2.40604 












6 


8.61690 


0.67759 


1.89944 


2.63184 


2.94810 


2.78626 










4 


8.59931 


0.69968 


1.98223 


2.80613 


3.26746 


3.37768 


3.04950 








% 


8.58940 


0.71325 


2.03547 


2.92008 


3.47292 


3.72819 


3.67208 


3.20440 









8.58620 


0.71975 


2.06543 


2.98972 


3.60326 


3.95005 


4.03898 


3.84337 


3.25555 




17 


9.13301 


















15 


8.84494 


0.36346 


















13 


8.73379 


0.52618 


1.26655 
















11 


8.66933 


0.60885 


1.62309 


1.96552 














9 


8.62714 


0.66056 


1.82193 


2.43823 


2.50958 












7 


8.59841 


0.69532 


1.95060 


2.71402 


3.05925 


2.92456 










5 


8.57911 


0.71898 


2.037^74 


2.89508 


3.38743 


3.52662 


3.22559 








3 


8.56714 


0.73444 


2.09617 


3.01699 


3.60326 


3.88956 


3.86241 


3U2188 






1 


8.56138 


0.74323 


2.13238 


3.09617 


3.74592 


4.12614 


4.24611 


4.07946 


3.51879 




18 


9.12077 


















16 


8.83198 


0.37605 


















14 


8.72000 


0.53955 


1.30546 
















12 


8.65461 


0.62309 


1.66449 


2.03246 














10 


8.61134 


0.67580 


1.86613 


2.50959 


2.60649 












8 


8.58138 


0.71171 


1.99802 


2.79041 


3.16279 


3.05365 










6 


8.56062 


0.73671 


2.08890 


2.97726 


3.49858 


3.66492 


3.38944 








4 


8.54692 


0.75374 


2.15168 


3.10594 


3.72323 


4.03850 


4.03850 


3.62353 






2 


8.53910 


0.76442 


2.19308 


3.19308 


3.87626 


4.28751 


4.43644 


4.29694 


3.76183 







8.53656 


0.76955 


2.21670 


3.24743 


3.97637 


4.45350 


4.69841 


4.70785 


4.44821 


3.80759 
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Tafel V. 


(Fortsetzung.) 










^ 


V 


— V 


V 


—V 


*• 


— *•• 


A" 


— A** 


A»* 


— A- 


h^ 


19 


9.109!» 






















17 


8.8197 


0.3879 




















15 


8.7070 


0.5521 


1.3422 


















13 


8.6408 


0.6365 


1.7034 


2.0955 
















11 


8.5966 


0.6900 


1.9075 


2.5765 


2.6976 














9 


8.5656 


0.7270 


2.0422 


2.8618 


3.2597 


3.1747 












7 


8.5436 


0.7531 


2.1363 


3.0537 


3.6021 


3.7940 


3.5427 










5 


8.5!»84 


0.7715 


2.2028 


3.1881 


3.8344 


4.1768 


4.2024 


3.8115 








3 


8.5189 


0.7837 


2.2486 


3.2820 


3.9962 


4.4365 


4.6125 


4.4986 


3.9876 






1 


8.5143 


0.7907 


2.2774 


3.3443 


4.1067 


4.6149 


4.8887 


4.9253 


4.6913 


4.0748 




20 


9.098? 




















18 


8.808:» 


0.3992 




















16 


8.6948 


0.5640 


1.3769 


















14 


8.6^79 


0.6491 


1.7401 


2.1551 
















\% 


8.58;»8 


0.7034 


1.9464 


2.6396 


2.7835 














10 


8.5509 


0.7412 


2.0836 


2.9287 


3.3508 


3.2886 












8 


8.5^78 


0.7683 


2.1805 


3.1250 


3.6990 


3.9151 


3.6866 










6 


8.5114 


0.7879 


2.2503 


.3.2645 


3.9379 


4.3059 


4.3556 


3.9876 








4 


8.5004 


0.8014 


2.2998 


3.3642 


4.1074 


4.5748 


4.7764 


4.6866 


4.1985 






2 


8.4941 


0.8100 


2.3329 


3.4333 


4.2267 


4.7638 


5.0648 


5.1270 


4.9170 


4.3234 







8.49^ 


0.8142 


2.3520 


3.4770 


4.3063 


4.8936 


5.2644 


5.4259 


5.3679 


5.0525 


4.3648 





Tafel VI. 






\%*\J 


\%^ki 


\%'V 




n=0 








' v^ 






0, 











n = l 




' V« " 






«.-• 


9.69897 






<.+ > 


9.69897 


0. 




0, 


0. 




fi«2 












2,-1 


9.57403 






«. 


9.87506 






«, + 2 


9.57403 


0.17609 




1,-1 


0.17609^ 


l. + l 


0.17609 


0.17609 


0.35218 


0, 


0.35218 


0.47712 




n«8 














3,-3 


9.49485 






3,-1 


9.97197 






3,+ l 


9.97197 






3, + 3 


9.49485 
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Tafel VI. (Fortsetzung.) 





IgH/ 


»&Hi 


IgH/ 


IgV 


IgHJ 


tg*H/ 




n = 3 














■«— ^. ■> 












i,-i 


0.^7300 


0.27300 










i, 


0.57403 


0.57403 










J. + 2 


0.5^7300 


0.27300 


0.75012 








1,-1 


0.67094 


0.87506 


l. + l 


0.7501^ 


0.87506 


0.67094 


0.79588 






0, 


0.79588 


1.05115 


1.05115 




11 =-4 










" » ' 












4,-4 


9.43686 












4,-2 


0.03892 












4, 


0.21501 














etc. 


0.33995 










3,-3 


0.33995 


3.-I 


0.81707 


0.81707 










3,f 1 
3,4-3 


0.81707 


0.81707 










0.33995 


0.33995 


0.99316 








2.-2 


0.88402 


1.11810 


2, 


1.21501 


1.41913 


1.21501 








2, + 2 


0.99316 


1.11810 


0.88402 


1.33995 






1,-1 


1.18505 


1.51604 


1.59522 


l.-l-l 


1.33995 


1.59522 


1.51604 


1.18505 


1.28196 




0, 


1.28196 


1.64098 


1.77131 


1.64098 




n = 5 
























5,-5 


9.39110 












5,-3 


0.09007 












5,-1 


0.39110 
etc. 


0.39110 










4,-4 


0.39110 


4,-2 


0.99316 


0.99316 










4, 


1.16925 


1.16925 










4, +2 


0.99316 


0.99316 










4,-1-4 


0.39110 


0.39110 


1.16925 








3,-3 


1.04431 


1.29419 


3,-1 


1.53723 


1.77131 


1.56719 








3,-1-1 


1.56719 


1.77131 


1.53723 








3, + 3 


1.16925 


1.29419 


1.04431 


1.69213 






»,-« 


1.47028 


1.83826 


1.94740 


2, 


1.83826 


2.16925 


2.16925 


1.83826 






2, + 2 


1.69213 


1.94740 


1.83826 


1.47028 


1.93517 




1. — 1 


1.71332 


2.13929 


2.34534 


2.29419 


l.-fl 


1.93517 


2.29419 


2.34534 


2.13929 


1.71332 


1.79250 


0, 


1.79250 


2.23620 


2.47028 


2.47028 


2.23620 




n=6 


























6,-6 


9.35331 












6,-4 


0.13146 












6,-3 


0.52940 












6, 


0.65434 
etc. 
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Tafel VI. (Fortsetzung.) 





igHJ 


lg 4/ tgHi 


IgH/ 


IgH/ 


tg'H/ 


lg"|/ 


5,-5 
5,-3 
5,-1 


n»6 

0.43949 

1.13146 

1.43949 

etc. 


0.43949 
1.13146 
1.43949 


1.30755 
1.83043 
1.97656 
1.78467 
1.17985 


1.95537 
9.97759 
9.91064 
1.69573 


9.37450 
9.45368 
9.04799 


9.53986 
9.95904 


9.31898 


4,-4 
4, 

U5 


1.17985 
1.78467 
1.97656 
1.83043 
1.30755 


1.43949 
9.03455 
9.91064 
9.03455 
1.43949 


3,-3 
3,-1 


1.69573 
9.91064 
9.97759 
1.95537 


9.08570 
9.57869 
9.60858 
9.91064 


9.91064 
9.60858 
9.57869 
9.08570 


2,-9 
5^, 


9.04799 
9.45368 
9.37450 


9.51167 
9.87965 
9.73359 


9.75471 
3.00659 
9.75471 


9.73359 
9.87965 
9.51167 


1,-1 
1. + i 


9.95904 
9.53986 


9.75471 
9.97656 


3.05574 
3.13146 


3.13146 
3.05574 


9.97656 
9.75471 


0, 


9.31898 


9.83389 


3.15965 


3.95640 


3.15965 


9.83389 



Tafel VII. 





ifiHJ 


tgS/ 


0, 


n = 
0. 


9.87506 


1,-1 

l.+l 


n= I 

9.69897 
9.69897 


9,-9 
2, 
9, +9 


n-=9 

9.57403 
9.87506 
9.57403 


0, 


9.87506 


3,-3 
3,-1 
3,+ l 
3, + 3 


n=3 

9.49485 
9.97197 
9.97197 
9.49485 


0.97300 
9.97197 


1,-1 
l. + I 


9.97197 
0.97300 
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Taßal VII. (Fortsetzung.) 






tsHJ 


igHJ 


tg»W 


tg'Hi 




n = 4 










< V ' 








*,-* 


9.43686 








4,-2 


0.038n 








4, 


etc. 


0.51604 






2,-2 


0.038n 


2, 


0.51604 


0.51604 






2.+« 


0.51604 


0.03892 


0.21501 




0, 


0.21501 


0.81707 




n=-5 








' V > 








S,-5 


9.39110 








5,-3 


0.09007 








5,-i 


0.39110 
etc. 


0.69213 






8,-3 


0.09007 


3,-1 


0.69:»13 


0.86822 






3,fl 
S,+3 


6.868n 


0.69213 






0.69213 


0.69007 


0.86822 




T.-l 


0.39110 


1.16925 


i. + t 


0.868n 


1.16925 


0.39110 






fi-»6 








' „ ' 








6,-6 


9.35331 








6,-4 


0.13146 








6,-2 


0.52940 








6, 6 


0.65434 
etc. 


0.83043 






4,-4 


0.13146 


4,-2 


0.83043 


1.13146 






4, 6 


1.13146 


1.13146 






4, +2 


1.13146 


0.83043 






0.83043 


0.13146 


1.30755 




2.-2 


0.52940 


1.43249 
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DRITTER BAND: Abhandlungen der philologisch-historischen Classe. 
Zweiter Band. 

Hiervon ist bis jetzt erschienen : 

W. RÖSCHER, zur Geschichte der Englischen Volkswirtbschaftslehre im sechzelinten 
und siebzehnten Jahrhundert. 18.il. t Thlr. 

Nachträge. 1852. 8 Xgr. 

J. G. DROYSEN, Eberhard Windeck. 1853. 24 Ngr. 

TH. MOMMSEN, Polemii Silvii latercalus. 1853. 16 Ngr. 

Volusii Maedani distributio partium. 1853. 6 Ngr. 

VIERTER BAND: Abhandlungen der mathematisch-physischen Classe. 
Zweiter Band. 

Hiervon ist bis jetzt erschienen : 
M. W. DROBISCH, über musikalische Tonbestimmoog und Temperator. 1852. 1 Thlr. 
W. HOFMEISTER, BeiUäge znrKeontniss der Gefasskiyptogamen. Mit XVIII Tafeln. 1852. 

! Thlr. 10 Ngr. 

P. A. HANSEN, Entwickelnng des Products einer Potenz des Radius Vecturs mit dem Sinus 

oder Cosinus eines Vieirachen der wahren Anomalie in Reiben, die nach den Sinussen 

oder Cosinussen der Vielfachen der wahren, excentrischeu oder mittleren Anomalie 

fortschreiten. 1853. I Thlr. 

Entwickelung der negativen und nngraden Potenzen der Quadratwurzel der 

Fancti«D r* -4- r' * — 2 rr' (cos ^cos V -4- sin ^sin U* cos /). 1854. 1 Thlr. 



SITZUNGSBERICHTE. 

KLEINERE ABHANDLUNGEN. 

BERICHTE über die Verhandlungen der königlich sächsischen Gesellschaft der 
Wissenschaften zu Leipzig. Erster Band. Aus den Jahren 1846 nnd 1847. 
Mit Kupfern, gr. 8. 12 Helle. 

Zweiter Band. Aus dem Jahre 1848. Mit. Kupfern, gr. 8. 6 Helle. 

V^om Jahre 1849 an sind die Berichte der beiden Classcn getrennt erschienen. 

Malheoiaüsch- physische Classe. 1849, 3 Hefte. 1850, 3 Hefte.' 

1851, 2 Hefte. 1852, 2 Hefte. 
1853, 1.2. Heft. 

Philologisch -historische Classe. 1849, 5 Hefte. 1850, 4 Hefte. 

1851, 5 Hefte. 1852, 4 Hefte. 
1853, 1. bis 3. Heft. 

Jedes Heft der Berichte ist einzeln zn dem Preise von 10 Ngr. zu haben. 
Leipzig, Januar 1854. S. HirZCl. 
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SCHRIFTEN 



DER 



FÜRSTLICH - J AßLONOWSKISCHEN GESELLSCHAFT 

zu LEIPZIG. 



ABHANDLUNGEN bei Begründung der Königl. Sächsischen Gesell- 
schaft der Wissenschaften am Tage der zweihundertjährigen Geburls- 
feier Leibnizens herausgegeben von der Fürstl. Jablonowskischen Gesellschaft. 
Mit dem Bildnisse von Leibniz in Medaillon und zahlreichen Holzschnitten und 
Kupfertafeln. 61 Bogen in hoch 4. 1846. broch. ' Preis 5 Thlr. 

Inhalt: 
VV. VVACHSMUTH, Briefe von Leibniz an Christian Philipp. 

A. F. MÖBIUS, lieber eine neue Behandlungsweise der analytischen Sphärik. Mit einer 
Tafel. (Einzeln 16 N^.) 

M. W. DRO BISCH, Ueber die mathematische Bestimmung der musikalischen Intervalle. 

(Einzeln 12»/, Ngr.) 

A. SEEBECK, Ueber die Schwingungen der Saiten. (Einzeln 10 Ngr.) 

C. F. NAUMANN, Ueber die Spiralen der Conchylien. (Einzeln 16 Ngr.) 

F. REICH, Elektrische Versuche. (Einzeln 7Vi Ngr.) 

VV. WEBER, Elektrodynamische Maassbestimmungen. Mit Holzschnitten. (Einzeln 1 Thlr.) 

E. H. WEBER, Zusätze zur Lehre vom Baue und den Verrichtungen der Geschlechts- 
organe. Mit 9 Kupferlafeln. (Einzeln 1 Thlr. 10 Ngr.) 

C. G. LEHMANN, Beilrage zur Kenntniss des Verhaltens der Kuhlensäureexhalation unter 
verschiedenen physiologischen und pathologischen Verbältnissen. (Einzeln 10 Ngr.) 

PREISSCHKIFTEN gekrönt und herausgegeben von der Fürstlich 
Jablonowskischen Gesellschaft. Bd. I. Lex. 8. 1847. br. 20 Ngr. 

Inhalt: 
H. GRASSMANN, Geometrische Analyse geknüpft an die von Leibniz erfundene geome- 
trische Characteristik. Mit einer erläuterudeo Abhandlung von A. F, Möbius. 

PREISSCHRIFTEN gekrönt und herausgegeben von der Fürstlieh 
' Jablonowskischen Gesellschaft. Bd. II. Lex. 8. 1850.br. 10 Ngr. 

Inhalt; 
H. B. GEliNITZ, das Quadergebirge oder die Kreideformation in Sachsen, mit besonderer 
Berücksichtigung der glaokonitreichen Schichten. Mit I col. Tafel. 

PIVEISSCHRIFTEN gekrönt und herausgegeben von der Fürsllicb 
Jablonowskischen Gesellschaft. Bd. III. Lex. 8. 1851.br. 10 Ngr, 

Inhalt: 
J. ZECH, Astronomische Untersuchungen über die Mondfinsternisse des Almagest. 

PREISSCHRIFTEN gekrönt und herausgegeben von der Fürstlich 
Jablonowskischen Gesellschaft. Bd. IV. Lex. 8. 1853. br. 20Ng:r. 

Inhalt: 
J. ZECH, Astronomische Untersuchungen über die wichtigeren Finsternisse, welche von 
den Schriftstellern des classischen Alterthnms erwähnt werden. 

Leipzig', S. Hirzel. 
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ABHANDLUNGEN 

DER 

KÖNIGL. SÄCHSISCHEN GESELLSCHAFT DER WISSENSCHAFTEN 

zu LEIPZIG, 



ERSTER BAND: Abhandlungen der mathematisch-physischen Classe. 
Erster Band. Mit 3 Tafeln, hoch 4. 1852. broch. Preis 4 Thlr. 16 Ngr. 

Inhalt: 
A. F. MÖBIUS, aber die Grundformen der Linien der dritten Ordnnng. (Einzeln ^4 N^.) 
P. A. HANSEN, allg^emeine Auflösung^ eines beliebigen Systems von linearischen Gleichan- 

gfen. — Ueber die Entwickelang der Grösse (1 — 2 alf+a-) — i nach den Potenzen 

von «. (Einzeln 12 Ngr.) 

A. SBEBECR, aber die Qaerschwingaogen gespannter and nicht gespannter elastischer 

Stäbe. (Einzeln 10 Ngr.) 

C. F. NAUMANN, über die cyclocentrische Conchospirale and über das Windangsgesetz 

von Planorbis Corneas. (Einzeln 10 Ngr.) 

W. WEBEK , elektrodynamische Maassbestimmangen , insbesondere Widerstandsme»- 

sangen. (Einzeln i Thlr.) 

F. REICH, neue Versuche mit der Drehwaage. (Einzeln 20 Ngr.) 

M. W. DROBISCH, Zusätze zum florentiner Problem. (Einzeln 16 Ngr.) 

W. WEBER, elektrodynamische Maassbestimmungen, insbesondere über Diamagnetismus. 

Mit einer Tafel. (Einzeln 20 Ngr.) 

ZWEITER BAND: Abhandlungen der philologisch-historischen Classe. 
Erster Band. Mit einer Karte, hoch 4. 1850. broch. Preis 6 ThLr. 

Inhalt: 
A. WESTE UM ANN, Untersuchungen über die in die attischen Redner eingelegten Urkun- 
den. 2 Abhandlungen. (Einzeln 1 Thlr.) 

F. A. UKERT, über Dämonen, Heroen und Genien. (Einzeln 24 Ngr.) 
TH. MOMMSEN, über das römische Münzwesen. (Einzeln 1 Thlr. 20 Ngr.) 
E. V. WIETERSHEIM, der Feldzag des Germanicus an der Weser im Jahre 16 n. Chr. 

Geburt. (Einzeln I Thlr.) 

G. HARTENSTEIN, Darstellung der Rechtsphilosophie des Hugo Grotius. (Einzeln 20 Ngr.) 
TH. MOMMSEN, über den Chronographen vom Jahre 354. Mit einem Anhange über die 

Quellen der Chronik des Hieronymus. (Einzeln 1 Thlr. 10 Ngr.) 
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THEORIE DES AEQUATOREALS. 

Im Jahre 1826 habe ich schon in einer besonders gedruckten Ab- 
handlung die Theorie des mit einer parallactischen Aufstellung verbun- 
denen Heliometers erklärt, und dabei alles Wesentliche berücksichtigt. 
Da in diesem Thema das Aequatoreal gegen das Heliometer an sich von 
selbst in den Hinlergrund tritt, so haue ich in dieser Abhandlung das- 
jenige, welches das Aequatoreal oder die parallaclische Aufstellung be- 
trifft, kurz behandeln dürfen. Kurz nach dem Erscheinen dieser Ab- 
handlung habe ich aber eine andere Abhandlung ausgearbeitet, worin 
sowohl die Theorie des Aequaloreals wie die des Heliometers mit mög- 
lichster Ausführlichkeit entwickelt ist; diese Abhandlung ist bis jetzt 
noch nicht gedruckt worden, woran der Umstand mit Ursache ist, dass 
nicht lange darauf von Bessel eine Abhandlung über denselben Gegen- 
stand erschien , welcher späterhin zwei andere nachfolgten. 

Kürzlich bekam ich zufällig Veranlassung mein Manuscript wieder 
vorzunehmen, und es liegen ausser dieser noch folgende Gründe zu 
dessen Veröffentlichung vor. Erstens wird man sehen, dass manches 
darin vorkommt, welches in Bessels Abhandlungen nicht zu finden ist, 
so ausführlich diese auch sonst sind ; zweitens bin ich der Meinung, 
dass die Anwendung des Aequatoreals als solches in der letzten Reihe 
von Jahren mit Unrecht ganz oder fast ganz übergangen worden ist, 
indem ich dafür halte, dass man ein zweckmässig gebautes Instrument 
dieser Gattung mit grossem Nutzen und Zeitersparniss zu Cometen- 
beobachtungea und den Beobachtungen der kleinen Planeten anwenden 
kann ; drittens begreift die Theorie des Aequatoreals die des Universal- 
instruments, des Theodoliten, des Meridiankreises, des Höhen- und 

31 • 
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Aziraulhalkreises oder des Höhenkreises überhaupt, und die des Pas- 
sageninslrumenls als specielle Fülle in sich. Um aber diese Abhandlung 
nicht zu weit auszudehnen, beschränke ich mich hier auf das Aequato- 
real, und lasse dasjenige, welches das Heliometer und die andern ge- 
nannnten Instrumente speciell betrifft, weg. 

Die Theorie eines jeden astronomischen Instruments muss er- 
klären, wie man aus den Angaben desselben, die man durch •die Ein- 
stellung irgend eines Punkts der Kugeloberfläche (Himmelskugel) er- 
hält, die wahren Coordinaten desselben zu berechnen hat, und sie muss 
zeigen, wie man die hiezu erforderlichen Hülfsgrössen , die Reductions- 
elemente, Qnden kann. Abgesehen von der Biegung des Fernrohrs, die 
ein mehr physisches als mathematisches Reductionselement ist, kommen 
beim Aequatoreal sechs Reductionselemente in Betracht, und von diesen 
werden in dieser Abhandlung drei verschiedene Systeme nach und nach 
eingeführt. Diese sind : 

I. 1) Die Entfernung des Pols des Aequatoreals von dem Pol des 

Aequators. 

2) Der Stundenwinkel, unter welchem der Pol des Aequato- 
reals liegt. 

3) Der Winkel , den der durch diese beiden Pole auf der Kugel- 
öberfläche gezogene grösste Kreis mit dem Meridian des 
Aequatoreals macht. 

4) Der Winkel , den die Stunden - und die Declinationsachse des 
Aequatoreals mit einander machen. 

5) Der Winkel, den die Declinationsachse und die Absehenslinie 
des Fernrohrs des Aequatoreals mit einander machen. 

6) Die Collimation des Declinationskreises. 

Der Unterschied zwischen den unter 2) und 3) genannten Re- 
ductionselementen kann die Collimation des Stundenkreises genannt 
werden. 

II. 1) Das Azimuth der Stundenachse. 

2) Die Neigung der Stundenachse gegen das Zenith oder den 
Horizont des Beobachtungsortes. 

3) Die Angabe des Stundenkreises , .wenn das Femrohr des 
Aequatoreals auf das Zenith des Beobachtungsortes ge- 
richtet ist. 

4) 5) 6) wie vorher. 
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Das hier unter 3) angeführte Reductionselement könnte auch die 
CoUimation des Stundenkreises genannt werden, da derselbe Null zeigen 
rouss, wenn das Fernrohr die bezeichnete Lage hat. Allein da in dem 
Ausdruck für die Reduction der Ablesungen am Stundenkreise ausserdem 
noch ein constantes Glied eintritt, so habe ich für dieses Reductions- 
element die Bezeichnung als CoUimation nicht eingeführt. 

lll. 1) Der Bogen grössten Kreises, oder der Winkel zwischen der 
(verlängerten) Declinationsachse und dem Pol des Aequators. 

2) Der Stundenwinkel , unter welchem dieser Bogen liegt. 

3) Der Winkel, den die Ebene, die diesem Bogen entspricht, 
mit der durch den Nullpunkt des Declinationskreises und die 
Declinationsachse gelegten Ebene macht. 

4) Der Winkel, den die Declinationsachse mit der Absehenslinie 
des Fernrohrs macht, das ist dasselbe unter I. und II. mit 5) 
bezeichnete Reductionselement. 

In diesem dritten System erscheinen nur vier Reductionselemente, 
welches davon herrührt, dass die ersten drei desselben sich auf eine 
bestimmte Ablesung am Stundenkreise beziehen, und ihre Werthe ändern, 
wenn die Declinationsachse und die damit verbundenen Theile des 
Aequatoreals um die Stundenachse bewegt werden. Diese drei Re- 
ductionselemente enthalten die fünf ersten der unter I. und II. genannten 
in sich, und ihre Analogie mit den beim Passageninstrumente oder viel- 
mehr beim Meridiankreise vorkommenden Reduction selementen ist nicht 
zu verkennen. Sie werden vorzugsweise nützlich, wenn man dem 
Aequatoreal mehr wie Eine Absehenslinie beilegt. 

Die ganze Theorie des Aequatoreals beruht, wenn man sie in ihrer 
einfachsten Gestalt betrachtet, auf der Auflösung eines sphärischen Vier- 
ecks, dessen Ecken der Pol des Aequators, der Pol des Aequatoreals» 
die (verlängerte) Declinationsachse und die (verlängerte) Absehenslinie 
des Fernrohrs sind. Durch die erstgenannte Ecke dieses Vierecks 
geht der Meridian des Beobachtungsortes , von welchem an die Bögen 
gezählt werden, deren Unterschied den entsprechenden Winkel bildet, 
durch die zweitgenannte Ecke geht der Meridian des Aequatoreals, von 
welchem an die Bögen oder Winkel auf dem Stundetikreise gezählt 
werden, durch die dritte Ecke geht der Bogen, welcher dem Nullpunkt 
des Declinationskreises entspricht, und von welchem an folglich die 
Bögen oder Winkel auf diesem Kreise gezählt werden, und durch die 
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Vierte Ecke geht der Bogen, von welchem an das Aequatoreal die Po- 
sitionswinkel angiebt, wenn es mit einem derartigen Mikrometer ver- 
bunden worden ist. Je nachdem man dieses Viereck durch die eine oder 
die andere seiner beiden Diagonalen in zwei sphärische Dreiecke zerlegt, 
kommt man auf das obige erste oder dritte System von Reductions- 
elementen. Man wird dieses Viereck durch die in dieser Abhandlung 
angewandten, sphärischen Dreiecke stets wieder erkennen können. 

Das Zenith des Beobachtungsorts ist ein Punkt, welcher nicht 
nothwendiger Weise in der Theorie des Aequatoreals in Betracht ge- 
zogen werden muss , verbindet man aber die zweite und vierte Ecke 
des eben beschriebenen Vierecks durch Bögen grössten Kreises mit 
diesem Zenith, so wird man auf das unter II. angeführte System von 
Reductionselementen hingeführt, und die Bestimmung der drei ersten 
Elemente dieses Systems wird durch Zuziehung eines festen, terrestri- 
schen Gegenstandes und durch Hülfe zweier an der Büchse der Stunden- 
achse befestigten Niveaus bemöglicht. Verbindet man ausserdem die 
dritte Ecke desselben Vierecks durch einen Bogen grössten Kreises mit 
dem Zenith , so erlangt man die Bestimmung des unter II. mit 3) be- 
zeichneten Reduclionselements durch die Nivelliruug der Declinations- 
achse, statt durch das eine der eben genannten festen Niveaus. 

Die unter III. angeführten Reductionselemente gewähren, wenn 
man die eben erwähnte Nivcllirung- der Declinationsachse hinzuzieht, 
die Möglichkeit in jeder beliebigen Lage der Declinationsachse gegen 
den Horizont, und ohne den Stand der bei den Beobachtungen an- 
gewandten Uhr zu kennen, die drei ersten Reductionselemente des 
Aequatoreals überhaupt auf dieselbe Weise bestimmen zu können, vsie 
man die des Passageninstruments oder Meridiankreises zu bestimmen 
pflegt. Ist das Aequatoreal hinreichend genau und zweckmässig gebaut, 
so kann man durch dieselben Beobachtungen auch den Uhrstand be- 
stimmen. Die drei letzten unter I. und II. genannten Reductionselemente 
können stets unabhängig von den drei ersten bestimmt werden. 

Die Bestimmung der drei ersten Reductionselemente erfordert im 
Allgemeinen die Beobachtung von zwei Sternen, und man erhält dadurch 
für das eine dieser Elemente eine doppelte Bestimmung, oder kann 
durch dieselben Beobachtungen ausserdem ein viertes Element be- 
stimmen, welches sich jedoch nicht immer mit Wünschenswerther Ge- 
nauigkeit ausführen lässt, weshalb in dieser Abhandlung nur ein Mal 
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auf das mit bestimmbare vierte Element ROoksioht genommen worden 
ist. Um die Methoden zur Bestimmung dieser Reductionselemente zu 
coDstrairen, muss man ausser den vier Punkten auf der Kugeloberfläche, 
die das oben beschriebene Viereck bilden , einen fünften Punkt an- 
nehmen, und denselben mit jenem vierten und zwei andern Punkten des 
ersten Vierecks verbinden , wodurch ein neues Viereck entsteht, aus 
welchem die Auflösungen leicht hervorgehen. 

Wenn man, wie in dieser Abhandlung geschehen ist, dem Aequa- 
toreal mehrere Absehenslinien beilegt, so muss man neben dem Punkt, 
in welchem sich die vierte Ecke des oben beschriebenen ersten Vierecks 
befindet, auch einen fünften Punkt annehmen, und durch Bögen grössten 
Kreises mit der ersten und dritten Ecke des Vierecks verbinden. Durch 
die zwei hierdurch entstehenden Vierecke, und die Dreiecke, zu welchen 
sie Veranlassung geben, erlangt man bald die auf eine zweite Absehens- 
linie sich beziehenden Relationen, die leicht auf eine beliebige Anzahl 
von Absehenslinien ausgedehnt werden können. 

Die Betrachtung von zwei Absehenslinien ist überhaupt die Grund- 
lage der Theorie des mit irgend einem Mikrometer verbundenen Aequa- 
toreals; diese Theorie habe ich indess, wie oben schon erwähnt wurde, 
hier weggelassen. 

In allen Formeln habe ich die Wirkung der Biegung des Fernrohrs 
weggelassen, und dadurch die grösslmögliche Einfachheit derselben 
zu Wege gebracht. Wollte man die Wirkung dieser Biegung hinzufügen, 
so würden die Formeln weit zusammengesetzter ausfallen, aber diese 
Hinzufügung ist unnöthig, da man die Biegung auf eine andere Art aufs 
Einfachste berücksichtigen kann. Ich mache darauf aufmerksam, dass 
die Biegung in derselben, oder in der entgegengesetzten Richtung wirkt, 
wie die Strahlenbrechung, die auf jeden Fall berücksichtigt werden muss. 
nichts ist also einfacher, wie die Wirkung der Biegung mit entgegen- 
gesetztem Zeichen der der Strahlenbrechung hinzuzufügen, und mit 
dieser vereinigt rückwärts auf die Oerter der Sterne zu tibertragen. 
Auf alle in dieser Abhandlung zur Bestimmung der unter I. und II. mit 
4) 5) und 6) bezeichneten Reductionselemente, so wie auf einige der zur 
Bestimmung der übrigen Reductionselemente entwickelten Methoden hat 
die Biegung keinen Einfluss. Andere Biegungen wie die des Fernrohrs 
betrachte ich nicht, da ich der Meinung bin, dass man den Bau und 
das System der Gegengewichte des Aequatoreals, welches jedenfalls 
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erforderlich ist, so einrichten kann, dass keine andern Biegungen, wie 
die der beiden Enden des Fernrohrs vorkommen können. 

Bekanntlich kann man alle, oder fast alle, Punkte der Himmelskugel 
mit einem Aequatoreal auf zwei verschiedene Arten einstellen, und man 
hat sonst für die Reduction dieser verschiedenartigen Einstellungen 
verschiedene Formeln abgeleitet, die sich von einander durch die alge- 
braischen Zeichen der verschiedenen Glieder unterscheiden. Dieses ist 
zum Mindesten überflüssig, denn man kann alle Formeln so einrichten, 
dass sie mit bioser Rücksichtnahme auf die Zeichen der in denselben 
vorkommenden trigonometrischen Functionen für beide Einstellungsarten 
Gültigkeit haben. So ist es in dieser Abhandlung geschehen. 

Ich führe endlich hier an, dass ich in dieser Abhandlung nicht blos 
ein fest aufgestelltes Aequatoreal, bei welchem man immer annehmen 
darf, dass alle Reductionselemente kleine Grössen sind , von welchen 
nur die ersten Potenzen berücksichtigt zu werden brauchen, sondern 
auch ein transportables Aequatoreal betrachte, bei welchem es sich 
wohl ereignen kann, dass es, während Beobachtungen daran angestellt 
worden sind, eine solche Aufstellung gehabt hat, dass diese Kleinheit 
der sich auf die Aufstellung des Aequatoreals überhaupt beziehenden drei 
ersten Reductionselemente nicht angenommen werden darf. Die Folge 
dieser Betrachtung war, dass von den meisten Aufgaben nicht nur ge- 
näherte, sondern auch strenge Auflösungen entwickelt werden mussten. 

Die Abhandlung ist in fünf Abschnitte eingetheilt, deren Inhalt in 
den Ueberschriflen, wie folgt, angegeben ist : 

§. I. Anwendung des ersten Systems von Reductionselementen zur 
Reduction der Beobachtungen, und Bestimmung derselben. 

§. II. Anwendung und Bestimmung des zweiten Systems von Re- 
ductionselementen. 

§. in. Anwendung und Bestimmung des dritten Systems von Re- 
ductionselementen. 

§. IV. Einführung von mehreren Absehenslinien, und Reduction 
der an denselben angestellten Beobachtungen. 

§. V. Von der Wirkung der Biegung, der Strahlenbrechung und 
der Excenlriciläl des Fernrohrs. 
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§1. 

Anwendung; des ersten Systems von Reductionselementen zur Re- 
ductlon dec ßeobachtung^en, und Bestimmung; derselben. 

i. 

Um den Mitlelpunkl des Stundenkreises des Aequatoreals be- 
schreibe man eine Kugeloberfläche von unbestimmtem Halbmesser, auf 
dieser ziehe den grössten Kreis, welcher dem Meridian des Beobach- 
lungsorles entspricht, und bezeichne auf demselben den Nordpol des 
Aequators. Man bezeichne ferner auf dieser Kugeloberfläche (westlich 
vom Pol des Aequators , um die Begrifle festzustellen) den Punkt, in 
welchem sie von der nach Norden verlängerten Achse des Stunden- 
kreises geschnitten wird, und nenne denselben den Nordpol (oder 
schlechtweg den Pol) des Aequatoreals (oder der Stundenachse). Durch 
die Achse des Stundenkreises, und durch den Punkt dieses Kreises, wel- 
cher dem Nullpunkt der Theilung desselben entspricht, lege man eine 
Ebene, und nenne dieselbe, oder den grössten Kreis, in welchem sie 
die Kugeloberfläche schneidet, den Meridian des Aequatoreals. 

Die Stundeuwinkel werde ich vom südlichen Theil des Meridians 
des Beobachtungsortes nach Westen durch den ganzen Umkreis ohne 
Unterbrechung fortzählen, und annehmen, dass die Beziflerung der 
Theilung des Stundenkreises in derselben Richtung vom Kleineren zum 
Grösseren fortschreitet, wenn der Pol des Aequatoreals mit dem des 
Aequators zusammenfällt. 

Zur Bestimmung der Lage des Pols und Meridians des Aequatoreals 
gegen den Pol des Aequators und den Meridian des Beobachtungsortes 
bedürfen wir dreier Bögen, die ich mit /i, m und y bezeichnen werde. 
Verbindet man diese beiden Pole durch einen Bogen grössten Kreises, 
so soll die Länge desselben mit fi, und der Slundenwinkel, unter wel- 
chem der Bogen /i hegt, mit 180® — y bezeichnet werden. Der Winkel 
endlich am Pol des Aequatoreals, welcher sich in der oben bezeichneten 
Richtung vom Bogen /a bis zum südlichen Theil des Meridians des Aequa- 
toreals erstreckt, soll m sein. 

Den Stundenwinkel irgend eines Punkts S der Kugeloberfläche 
werde ich mit r, und die DecUnation desselben mit d bezeichnen; die 
analogen, demselben Punkt S in Bezug auf den Meridian und den Pol 
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des Aequatoreals zukommendeD Bögen sollen r und d' genannt werden. 
Hieraus folgt sogleich, dass in dem sphärischen, vom Punkt S und den 
beiden genannten Polen gebildeten Dreieck die Seilen fi, 90® — d und 
90« — {f sind, der Winkel am Pol des Aequators 180® — y — '^^ "^^ der 
am Pol des Aequatoreals T + m ist. 

In diesem Dreieck finden daher folgende Gleichungen statt : 
cos d sin (T+y) = cos d' sin (r -I- m) 

cos d cos (r+y) =: cos d' cos ^ cos (r -l-m) — sin d' sin ^ > (1) 

sin d =cos<J'sin^ cos (t -l-m) -l- sin d^ cos /i 

die durch Hülfe der Angaben des Stunden- und Declinationskreises des 
Aequatoreals und der Reductionselemenle /i, y und m den Stunden- 
winkel und die Declinalion des eingestellten Punkts (Sterns) S geben. 
Auf dieselbe Art, oder wenn man will, durch Mulliplication der 
Gleichungen (I) mit sin (i und cos fi, und durch Addition und Sub- 
traction erhält man die folgenden, 

cos d' sin (r -l- m) = cos d sin (r-l-y) \ 

cos d' cos (t -I- m) = cos d cos fi cos (r-l-y) -I- sin d sin /^ > (2) 
sin d' = — cos d sin fi cos (r-l-y) -|- sin d cos fi] 

welche die umgekehrte Aufgabe lösen, iqdem sie die Winkel t und if 
geben, welche die Kreise des Aequatoreals angeben müssen, damit 
ein gegebener Stern zu einer gegebenen Zeit im Felde des Fernrohrs 
erscheine. 

2. 

Die eben entwickelten Gleichungen gelten für jede beliebige Auf- 
stellung des Aequatoreals, und man kann aus denselben für die Fälle, 
in welchen [i klein ist, auf folgende Art Näherungsformeln erhalten, die 
gewöhnlich ausreichen. 

Die dritte (i) giebt, wenn man sin^ = /i, und cos/i = 1 setzt, 
sin rf— sin d'= 2 sin^- [d—d") cos \ (*+*') = fi cos d' cos {r-k-m) 
das ist d—d'=(i cos (t -i-m). 

Die erste (1) giebt, wenn man auf beiden Seilen cos (J sin (r -hm) 
subtrahirl, 

cos d [sin (r-l-y) — sin (r -l-m)] = (cos d' — cos d) sin fr -I- m) 
oder 
cos d sin \ \r—r'\~y — m) cos^^ (r-l-r -|-y-|-m) = sinj^ (d — d') sin 4^ (d-l-*') sin (t -hm\ 
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aber wenn fjt klein ist, so ist auch T + m nahe =T+y, also 

(t-t-t -l-y — m) cos (r + w) cos ^= [ö — d') sin d' sin (r H-m) , 
oder wenn man den eben gefundenen Werth von d — d' substituirt, 

T — T -I- y — m = ^ tg d^ sin (t + m) . 
Also wenn ^ klein ist, bekommt man den Stundenwinkel und die De- 



(3) 



clination eines Sterns durch folgende Ausdrücke : 
T = T-|-i;-l-^ tgd'sin (t + w) 
^=^+^ cos(r + m) 

^^ Tl = m-Y 

gesetzt worden ist. Den Bogen ri kann man die Coliimation des Stunden- 
kreises nennen. Wenn der beobachtete Stern dem Pole sehr nahe ist, 
so kann sich ereignen, dass ungeachtet der Kleinheit von fx diese Aus- 
drücke für r keine hinreichende Genauigkeit gewahren, allein statt für 
diesen Fall die Gleichungen (1) weiter zu entwickeln, ziehe ich vor, die 
strengen Gleichungen (1) selbst anzuwenden, welches auch dann thunlich 
ist, wenn fi so gross wäre, dass die Gleichungen (3) überhaupt keine 
hinreichende Genauigkeit gaben. Ich werde übrigens hierfür weiter unten 
andere Gleichungen geben. 

Wenn man die (1) anwendet, so wird man sie der leichteren Rech- 
nung wegen durch die Einführung von zwei Hülfswinkeln a und ß zu- 
sammenziehen. Es wird, wenn 

cos a sin /?=sin ö' 

cos a cos /9= cos d^ cos (t + m) 

sin a = cos d' sin (t + m) 



gesetzt wird 



(1*) 



cos d sin (r+y) = sin a 

cos d cos (r-l-y) = cos a cos {in+ß) 

sin d =cos a sin [fi+ß]^ 

Man kann ß immer so bestimmen , dass cos a positiv wird. Eben so 
bekommt man statt der Gleichungen (2), 

cos a COS/?' = sin d 

cos a sin ß'= cos d cos {r+y) 

sin a = cos ^ sin (r+y) 

(2*) 



COS d' sin {r+m) = sin a 

cos d' cos (r H- m) = cos a sin {/^i+ß') 

sin A' = cos u cos {/n+ß^) 
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Ich führe diese Gleichungen an, weil sich sehr wohl ereignen kann, 
dass man zumal mit einem transportablen Aequatoreal Beobachtungen 
angestellt hätte, während ^ grösser war, wie die Näherungsformeln (3) 
überhaupt vertragen. 



Suchen wir überdies den Winkel n zwischen der Ebene des De- 
clinatiouskreises, welcher durch den Punkt S geht^ und der durch die 
Achse des Stundenkreises gelegten Ebene, die durch denselben Punkt 
geht, mit andern Worten den Winkel, den die Seiten 90®— d und 90 • — d^ 
des oben angewandten sphärischen Dreiecks mit einander einschliessen. 
Dieses Dreieck giebt sogleich 

cos ö sin TT = sin ^ sin (r -l- m) i 

cos d cos TT = — sin ^ sin ö' cos (t -I- m) -|- cos d' cos fi\ 

und wenn [x klein ist, ergiebt sich hieraus die Näherungsformel 

;r = /i sec d*' sin (t'-I- 1») (5) 

Diese Gleichungen geben zu erkennen, dass in so fern man (x als 
einen positiven Bogen betrachtet, d">d' ist, wenn n und t -|-m=:0 sind, 
so wie dass n und der Stundenwinkel zugleich wachsen. Hieraus folgt, 
dass n positiv ist, wenn der Pol des Aequatoreals an der Seile des 
durch S gehenden Declinationskreises liegt, an welcher die Slunden- 
winkel zunehmen. Wenn ^ klein ist, so ist im Allgemeinen n auch klein, 
allein in der Nähe des Pols kann tt ungeachtet der Kleinheit von fi 
den ganzen Umkreis durchlaufen, und es müssen dort die strengen 
Gleichungen (4) zu dessen Berechnung angewandt werden, wenn man 
ihn kennen lernen muss. 



Die im Vorhergehenden eingeführten Grössen t und ä' bekommt 
man nur dann unmittelbar durch die Ablesungen an dem Stunden- und 
Declinationskreise des Aequatoreals, wenn folgende Bedingungen statt- 
finden. Es muss 

1) die Declinationsachse senkrecht auf der Stundenachse stehen; 

2) die Absehenslinie des Fernrohrs senkrecht auf der Declinations- 
achse stehen ; 
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3) der Declioationskreis 90<> zeigen, wenn die Absehenslinie des 
Fernrohrs mit der Stundenachse in Einer Ebene hegt, und zu- 
gleich das Objectivende des Fernrohrs mit dem nördlichen 
Ende der Stundenachse einerlei Richtung hat. 

Wenn diese Bedingungen nicht erfüllt sind, so wird man im All- 
gemeinen Ablesungen erhalten , die von r und d* verschieden sind , und 
die ich mit r und 8" bezeichnen werde. Ich nehme an, dass der Winkel 
zwischen der nach Norden gerichteten Verlängerung der Stundenachse 
und dem Ende der Dech'nationsachse, welches nach Westen gerichtet 
ist, wenn das Fernrohr die Lage hat, in welcher sowohl Stunden- wie 
Declinationskreis Null oder nahe Null zeigen müssen, 90<* -i-f, und der 
Winkel zwischen demselben Ende der Declinationsachse und dem Ob- 
jectivende des Fernrohrs 90^ — ft sei; es soll ferner, wenn die Ab- 
sehenslinie des Fernrohrs in die unter 3) verlangte Lage gebracht worden 
ist, der Declinationskreis 90<* — c zeigen. Betrachten wir nun das auf 
der Kugeloberfläche von dem bezeichneten, auf den Punkt S gerichteten 
Ende der Absehenslinie, dem bezeichneten Ende der Declinationsachse, 
und dem Pol des Aequatoreals gebildete, und sich dem in Art. 1 . be- 
trachteten Dreieck anschliessende, sphärische Dreieck. In diesem sind 
die Seiten 90« — (^^ 90«— fe und 90ö-i-f, und der Seite 90<> — d' liegt 
der Winkel 90^ — c — Ü' gegenüber. An den Pol des Aequatoreals und 
ausserhalb dieses Dreiecks ziehe man den" grössten Kreis, welcher den 
Meridian des Aequatoreals darstellt, dann ist der Winkel an diesem Pol 
zwischen dem Meridian und der Seite 90 <* — b^ dem Winkel r gleich, 
und der Winkel zwischen der Dreieckseite 90<*-|-i und diesem Meridian 
ist gleich 90®-!-/. Hieraus folgt, dass in unserm Dreieck der der Seite 
90«— fe gegenüber liegende Winkel =90<>— (t — /) ist. Man erhält also 

cos a cos (t — t) = cos k cos {d''^- c) 

cos d^ sin (t — r) = cos k sin i sin {d"+ c) -¥- sin fe cos i [ (6) 

sin d^ = cos k cos i sin {d"+ c) — sin k sin ^ 

welche r und ö' durch die Ablesungen r" und ö^' und durch die Re- 
ductionselemente fe, % und c geben. Wenn % und k klein sind, wie wohl 
immer der Fall sein wird , so erhält man aus diesen Gleichungen die 
Näberungsformeln 

t'= t"h- i tg {d"'\- c) + fe sec (()"+ c) \ 
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Dieser Ausdruck für r ist bis auf Grössen dritter, und der fttr cT 
bis auf Grössen zweiter Ordnung genau. Wenn der beobachtete Stern 
dem Pole nahe ist, so kann, ohngeachtet i und k klein sind, nöthig werden 
die Grössen höherer Ordnung zu berücksichtigen, und hiefür dienen 
die folgenden Ausdrücke 

tg (r — r") = sin i tg (()"+ c) + igk sec {0"+ c) \ . 

d' =d"+c — i{i^ + k^) ig{d"+c)^ik sec {d"+c)] ^ ' 
die auch leicht aus den (6) folgen. Wenn der beobachtete Stern dem 
Pol des Aequatoreals ausserordentlich nahe ist, so kann sich ereignen 
dass die zweite dieser nicht ausreicht, in welchem Falle man die 
strengen Gleichungen (6) auch für die Berechnung von d^ anwenden 
müsste. Die Behandlung dieser wird aber alsdann beschwerlich , und 
das Resultat kann ungenau werden. Ich werde aber unten Gleichungen 
entwickeln, die in diesem Falle sicher angewandt werden können. 



5. 
Legen wir am Punkt S in dem im vor. Art. betrachteten Dreieck 
einen Bogen grössten Kreises senkrecht auf die Seite 90^ — fc, und 
nennen den Winkel, den dieser Bogen mit der Seite 90 • — d^ macht, n\ 
dann ist in diesem Dreieck der der Seite 90*H-i gegenüber liegende 
Winkel 90<*H-;r', und wir erhalten daher 

1 COS d' sin tt' = cos i sin k sin {d^^ c) H- sin i cos k 
woraus die Näherungsformel 
(10) ... . n = i sec {d"+c)+k ig {d'+c) 
hervorgeht. Man findet leicht, dass der Winkel n' in derselben Richtung 
positiv ist wie ti, und der Winkel zwischen dem eben eingeführten 
Kreise und dem durch S gehenden Declinationskreise ist daher 

= n + n. 
Der eben eingeführte Kreis ist derjenige, welcher am Punkt S den 
kleineren Kreis berührt, den die Absehenslinie bei einer Drehung des 
Fernrohrs um die Dcciinationsachse beschreibt. Wenn daher das Aequato- 
real mit einem Mikrometer verschen ist. welches Distanzen und Posilions- 
winkel für einander nahe stehende Gestirne giebt, so ist 7t-hn der Winkel, 
um welchen in jeder beliebigen Lage des Femrohrs der übrigens statt 
findende Collimationsfehler des Positionskreises verbessert werden muss. 
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6. 

Das Vorhergehende enthält alle Reductionen, die an die Beobach- 
tQDgen an einem Aequatoreal in Folge der Aufstellung und der Ver- 
bindung der einzelnen Theile desselben nöthig werden, und setzt die 
Kenntniss der sechs Reductionselemente ^, m, y, (oder ly), i, ft, c voraus. 
Die zweite Aufgabe besteht in der Bestimmung dieser Elemente, und 
nicht blos dafdr, sondern auch um die Ausdehnung zu zeigen, welche 
die im Vorhergehenden entwickelten Formeln besitzen , müssen die fol- 
genden Betrachtungen vorangesandt werden. 

Als Grundlage der unzweideutigen Bestimmung eines Punkts auf 
der Kugeloberfläche durch Polarcoordinaten dient ein Punkt auf der- 
selben, den man den Pol (oder positiven Pol) nennt, und ein fester von 
demselben ausgehender Bogen grössten Kreises , welcher der Meridian 
genannt werden kann. Die einfachsten Polarcoordinaten irgend eines 
Punkts S auf der Kugeloberfläche sind nun der kürzeste, von S an den 
Pol (positiven Pol) gezogene, Bogen grössten Kreises , und der Winkel, 
den dieser Bogen mit dem Meridian einschliesst, welche die Polardistanz 
und, in Beziehung auf das vorliegende Thema, der Stundenwinkel heissen, 
statt dessen in andern Fällen die grade Aufsteigung, oder die Länge, 
oder anders benannte Winkel eintreten. Um jeden Punkt unzweideutig 
zu bestimmen, muss die Polardistanz von bis 180®, der Stundenwinkel 
(oder sein Analogon) aber von bis 360 <> ausgedehnt werden. Statt der 
Polardistanz wendet man in der Astronomie gewöhnlich sein Supplement 
zu 90®, die Declination, oder Breite an, wie hier im Vorhergehenden 
geschehen ist, und die Ausdehnung dieser Polarcoordinate ist daher 
von —90® bis +90®. 

Man kann aber auch statt des oben genannten kürzesten, vom 
gegebenen Punkt S an den Pol gezogenen. Bogen grössten Kreises den 
längsten wählen. Dieser wird sich von S durch den entgegen- 
gesetzten (negativen) Pol, und von da zum Pol selbst (zum positiven Pol) 
erstrecken, und diesen in entgegengesetzter Richtung treffen. Nennen wir 
daher die Polardtstanz irgend eines Punktes n , und dessen Stunden- 
winkel wie vorher t, so sind nicht nur t und n, sondern auch 180®-i-t 
und 360® — n die Polarcoordinaten desselben Punktes auf der Kugel- 
oberfläche. Wendet man statt der Polardistanz die Declination Ö au, so 
folgt hieraus, dass nicht nur r und d, sondern auch 1 80 ® +t und 480® — 6 
die Polarcoordinaten desselben Punktes sind. 
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Es ist bekannt, dass man mit einem Aequatoreal von zweck- 
mässiger Construction entweder alle, oder doch mit geringer Ausnahme 
alle Punkte der Himmelskugel auf zwei verschiedene Arten einstellen 
kann, gleichwie man mit einem Theodoliten durch Umschlagen des Fern- 
rohrs alle Gegenstände auf zweierlei Art einstellen kann. Diese beiden 
Arten der Einstellung entsprechen genau den oben erklärten zwei Arten 
die Polarcoordinaten zu construiren, und es müssen daher die Be- 
zifferungen an dem Stunden- und Declinationskreise des Aequatoreals 
so beschaffen sein, dass sie den beiden oben dargelegten Arten die 
Polarcoordinaten zu zählen entsprechen. 

Aber nicht blos in der geometrischen Anschauung und in der Ver- 
körperung derselben durch den Bau und die Einrichtung des Aequato- 
reals spricht sich diese doppelte Art der Bildung der Polarcoordinaten 
aus, sondern sie ist auch in der analytischen Theorie begründet. Die 
Systeme (1) und (6) der strengen Gleichungen, welche die Reductionen 
der mit dem Aequatoreal eingestellten Punkte geben, können so gestellt 
werden, dass die linke Seite derselben, welche die zu bestimmenden 
unbekannten Grössen enthalten, folgende Form annehmen : 

cos d cos T cos d' cos T 

cos d sin T und cos df sin t 

sin d sin d' 

oder wenn man die Polardistanz anwendet, 

sin n cos r sin n cos r 

sin TT sin r und sin n sin r 

cos n cos n 

aber es ist offenbar identisch 

cos ^ cos T = cos (1 80« — (J) cos [\ 80«-i- t) 

cos ^ sin T = cos (180« — ^) sin (1 80<> H-r) 

sin* =sin (180«—*) 

und 

sin ;r cos T = sin (360 ^ — ;r) cos (1 80 <> H- t) 

sin n s\nr = sin (360 ^ —n) sin (1 80 <> H- r) 

co^n =cos(360<> — n) ' 

und eben so verhält es sich mit den Functionen von r und d^, oder 
r und tt'. Die beiden verschiedenen Arten der Auffassung der Polar- 
coordinaten gnügen also den analytischen Ausdrücken für die Re- 
duction der Beobachtungen, und sind durch die beiden verschieden- 
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artigen Einstellungen des Gestirns am Aequatoreal repräsentirt. Um sie 
unzweideutig zu erhalten, und um die im Vorhergehenden entwickelten 
Formeln, sowohl die strengen wie die genäherten, ohne Unterschied auf 
beide Arten der Einstellungen anwenden zu können, ist erforderlich, 
dass am Stundenkreise die Bezifferung der Theilung von bis 360^ in 
ununterbrochener Folge aufgetragen sei, und wenn das Aequatoreal 
Polardistanzen geben soll, so muss vom Nordpol ausgehend auf dem 
Declinationskreise die Bezifferung sich gleichfalls von bis 360® in un- 
unterbrochener Folge erstrecken. Soll das Aequatoreal Declinationen 
angeben, so muss die Bezifferung der Theilung des Stundenkreises 
so wie oben angeführt wurde aufgetragen werden, und die des Decli- 
nationskreises könnte vom Aequator mit nach Norden ausgehend sich 
auch ununterbrochen bis 360 <> erstrecken, besser ist es aber vom 
Punkt des Aequators südlich ausgehend die negativen Zahlen bis — 90® 
auftragen zu lassen, so dass auf diesem Kreise im Südpol — 90® und 270® 
Einem Punkt zugehören , wodurch sonst noch Vortheile erlangt werden, 
und man sich auch dem allgemeinen Gebrauche die Declinationen zu 
zählen möglichst anschmiegt. Weiter darf sich aber die Numerirung mit 
negativen Zahlen nicht erstrecken. Uebrigens müssen die Bezifferungen 
der beiden Kreise so mit einander correspondiren , dass der Stunden- 
kreis den wahren — im Gegensatze zu dem um 180® vermehrten — 
Stundenwinkel angiebt, während die Angabe des Declinationskreises 
zwischen und 180® oder bezüglich zwischen — 90® und H-90® liegt. 
Wenn diese Einrichtung getroffen ist, so gelten alle vorhergehenden 
Ausdrücke, die strengen sowohl wie die genäherten , für beide Arten 
der Einstellungen, vorausgesetzt, dass man in jedem Falle die Ab- 
lesungen so anwendet wie man sie erhalten hat, und auf die alge- 
braischen Zeichen der in den Formeln vorkommenden trigonometrischen 
Linien Rücksicht nimmt. Man braucht daher für jede der beiden Ein- 
stellangsarten nicht besondere Formeln zu construiren , welches immer 
in den Fällen, wo es vermieden werden kann, eine unwissenschaftliche 
Art der Behandlung einer Aufgabe ist, sondern kann in allen Fällen die 
Reductionen nach denselben Formeln ausführen. In den Fällen, wo Ein- 
stellungen der Art gemacht worden sind, wo die Polardislanz oder die 
Declination ihre gewöhnlichen Grenzen überschreiten, ist blos am Ende 
der Reductionen jene von 360®, oder diese von 180® abzuziehen, und 
der Stundenwinkel um 180® zu vermehren oder zu vermindern. 

Abhandl. d. K. S. Ges. d.Wi8seDS«h. IV. 32 



Digitized by 



Google 



448 P. A. Hausen, 

7. 
Gleichwie den linken Seiten der Gleichungen (i) und (6) durch zwei 
Werthe der beiden darin vorkommenden veränderlichen Grössen Gnüge 
geleistet werden kann, wahrend die der rechten Seite unverändert ge- 
lassen werden , so niuss denselben auch durch zwei Werthe der Ver- 
änderlichen der rechten Seite GnUge geleistet werden können, wenn 
die der linken unverändert gelassen werden. Bezeichnen wir für die 
Gleichungen (1) diese zweiten V " / . -» ^^ ^/ ^^^ ^^^ ^^^^ 

ist aus den Gleichungen (2), die d s den (1) entstanden, 

und ihnen völlig analog sind , s< , dass 

T Ä= 

(J'= 

ist, und dass also zwischen diesen Grössen dieselben Relationen statt 
finden, wie zwischen den zwei Werthen von r und d selbst. In Bezug 
auf die Gleichungen (6) verhält es sich, wie man gleich sehen, wird, nicht 
ganz so. Nennt man die zweiten Werthe von r und d\ die diesen 
Gleichungen gnügen, während r und d' unverändert bleiben, r" und (f, 
so müssen folgende sechs Gleichungen zugleich statt finden 
cos d' cos (r — t) sas COS k cos (d"H- c) 
cos d' sin (t — t) = cos k sin i sin {d"-hc) -|- sin k cos i 
sin d' :kcos k cos i sin {d"+c) — sin k sin i 

cos d' cos (t — t") =bs cos k cos {d^"+ c) 
cos d' sin (t — t") =e cos k sin i sin (i^'-i- c) H- sin k cos t 
sin d' = cos fc cos i sin (d^'+ c) — sin k sin i 

und es sind hier offenbar r und d" die Ablesungen an den beiden Kreisen 
des Aequatoreals, die man bei der Einstellung eines Punkts S der Kugel- 
oberfläche auf die eine, und r" und dl" diejenigen, welche man bei der 
Einstellung desselben Punkts S auf die andere der beiden überhaupt 
möglichen Arten bekommt. Aus der dritten und sechsten dieser Glei- 
chungen folgt sogleich , dass 

sin (()'"+ c) = sin ((J^' + c) 
ist, woraus hervorgeht, dass entweder d" und d'' identisch sind, welches 
auf Einstellungen derselben Art hinzielt, oder dass 

(11) d"'H-c = 180o — d''— c 

ist, welche Relation den Einstellungen verchiedener Art angehört, und 
von d' unabhängig ist. Diese Relation ist, weil sie c enthält, von der 
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Relation verschieden, die zwischen den zwei Werthen von & statt findet, 
die den Gleichungen (6) gnügen, wenn r" und d" dieselben bleiben, allein 
die Relation, die vermöge der Gleichung (1 1 ) zwischen d'^H- c und 6^"+ e 
statt findet, ist dieselbe wie die zwischen den eben erwähnten Werthen 
von d\ Substituirt man den Werth von d^'+ c aus (H) in die vierte und 
fttnfte der obigen Gleichungen , so geben diese in Verbindung mit der 
ersten und zweiten 

T — T ) = — cos (t — T ) 

sm (t — T ) = — sm (t — T ) 

woraus 

T — T = 180O — t'+t" (12) 

folgt, welches die Relation ist, die zwischen den Ablesungen am Stunden- 
kreise nach den Einstellungen eines und desselben Punkts auf die zwei 
verschiedenen Arten statt findet, und die von der zwischen den übrigen, 
überhaupt mit r bezeichneten Winkeln statt findenden wesentlich ver- 
schieden sein kann. Aber wenn i und k Null sind, ist derselben durch 
die Werthe t"= t und r '= 1 80 « + t" 

Gnüge geleistet, welche Relation mit den früheren übereinstimmt. 



8. 

Wenn k und i klein sind, so bieten die Gleichungen (H) und (12) 
ein Mittel dar, t und & aus den Ablesungen zu finden, ohne dass man 
fc, t und c zu kennen braucht. Ich nehme an, dass r" und d" die Ab- 
lesungen sind , für welche die Angabe des Declinationskreises zwischen 
-l-90<> und — 90 • liegt, und dass der Zahlenwerth von r" grösser sei, 
wie der von r". Wenn beim Uebergange von der zuerst genannten Ein- 
stellung zur andern der erste Nonius des Stundenkreises durch den An- 
fangspunkt der Theilung gegangen ist, das ist, wenn der Stundenwinkel 
des eingestellten Puüktes überhaupt grösser wie ISO^ ist, so wird die 
Ablesung unmittelbar für /' eine kleinere Zahl geben, wie für r, und 
man muss daher, um der eben ausgesprochenen Bedingung Gnüge zu 
leisten, 360 <^ zu dem durch die Ablesung erhaltenen Werth von t" ad- 
diren. Dieses vorausgesetzt, geben die Gleichungen (11) und (12) in 
Verbindung mit dem Näherungswerthe ()'= d"+ c aus (7) 

d'=9oo-i(<r-()'")j ^ ^ 

32* 
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welche für jeden Punkt der Kugeloberfläche gelten. Bei der Anwendung 
dieser Gleichungen auf cölestische Beobachtungen verliert die Gleichung 
für T ihre geometrische Strenge. Denn da die Gestirne immer in Be- 
wegung sind und man nicht beide Einstellungen in einem und dem- 
selben Augenblick machen kann, so hat man nie durch beide Ein- 
stellungen einen und denselben Punkt der Kugeloberflttche eingestellt. 
Wenn aber nicht nur k und i, sondern auch /e klein sind, und man die 
beiden Einstellungen in einem möglichst kurzen Zwischenraum aus- 
geführt hat, so kann man immer noch die Gleichungen (13) für das 
Mittel aus den Beobachtuugszeiten als stattfindend betrachten. Bei Ein- 
stellungen auf einen festen, terrestrischen Gegenstand gelten sie, wie 
auch /t beschaflen sei. 



Obgleich man durch die Entwickelungen des vor. Art. in vielen 
Fällen die Beobachtungen von dem Einfluss der Reductionselemente 
t, k und c befreien kann, ohne diese zu kennen, so können doch Fälle 
eintreten, wo dieses nicht möglich ist, oder nicht hinreichend genau 
ausgeführt werden kann, und ich werde daher zeigen, wie sie sicher 
ermittelt werden können. Nehmen wir die erste der Gleichungen (i 3) vor 
und subslituiren sie in die beiden ersten Gleichungen (6), so ergiebt sich 

cos d' sin ^ {t" — t") = cos k cos (c)''h- c) 

cos d' cos 4- (r" — r") = — cos k sin t sin {0"+ c) — sin k cos i 
und die Division der zweiten dieser durch die erste giebt 

cotg i (t ' — r) = — sin i tg (d"-|- c) — tgk cos i sec (d"-|- c) . 

Ich werde nun annehmen, dass die Ablesungen x', t\ d" und d^ 
einem festen, terrestrischen Gegenstande angehören, und dass ein 
zweiter solcher Gegenstand durch Einstellung auf die beiden ver- 
schiedenen Arten die Ablesungen t\ t"\ d" und d" gegeben habe. 
Hiemit wird die folgende Gleichung erlangt: 

cotg \ [f — t") = — sin i lg (d "-I- c) — tg fc cos t sec (d^H- c) . 
Wenn man nun aus diesen beiden Gleichungen wechselsweise lg k und 
sin f eliminirt, so entstehen 



gjjj ^ _. cotg i (T^- T^ ) COS («f-l- C) - cotg I (r- n COS (if-l- C) 

sin (d"-k' c) — sio (J"+ c) 



*j^ L _. cotgj (V'-n sin (J'-l-c) cos (d*-|-c) ^ cotg ^ (t*'- t*) si 
® [sin [är-^c) - sin (<r"+c)] cos i 



sin (d"-i- c) cos (<y*-l- c) 
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Um diese Gleichungen zu vereinfachen, setze ich 

d"+c=D + A 

wodurch sie in folgende übergehen : 

sin i — sin i [(r-n - (T"-f-)] cotg A -l- sin j [{r-t) + (t^-Q] tg D 

8 sin I {r-f) sin i {f"-T^ 



tgfe = 



sin i [(r-0 -1- (t^'^-t^)] cos A sec D -i- sin f [(r-Q - (t^"-t^O] sinD cosec A 



(<A) 



2 Sin i (r-r) sin i (i*-tT cos t 

woraus i und fe folgt, und fUr die Bestimmung der Collimation c des 
Declinationskreises ergeben sich durch (II) folgende zwei Gleichungen: 

c=90«-i(r+d"), ^^g^ 



1 



woraus man das arithmetische Mittel nehmen kann. 
Da aus den obigen Gleichungen 

A=i{ä--r) \ "•" 

hervorgeht, so giebt sich zu erkennen, dass die Bestimmung von i und k 
ans (14) am sichersten ist, wenn der Unterschied zwischen d" und d" 
möglichst gross ist, und da dieses im Horizont im Süd* und im Nordpunkt 
statt findet, so muss man die beiden Gegenstände in möglichster Nähe 
dieser Punkte wählen. Wenn i und k klein sind , so folgen aus (1 4) die 
folgenden Näherungsformeln : 

i=ir-o~(^'-o]cotgA-i[(r-o+(T'-o^ 1 

k = ^ [(r-OH-(T '-0-3600] cos AsecD-i [(r-r)-(T -O] sinD cosec A| ^ ^ 
Da im Horizont und im Nord- und Sttdpunkt D=0 ist, so werden, wenn 
die beiden Gegenstände in der Nähe dieser Punkte liegen , die beiden 
letzten Glieder der vorstehenden Ausdrtlcke gemeiniglich so klein , dass 
man sie übergehen kann , und also mit den ersten Gliedern ausreicht. 
Es entstehen dann die Ausdrücke für diese Bestimmung, die ich schon 
in meiner früheren Abhandlung über das Heliometer gegeben habe. 

Wenn das Aequatoreal , wie bei transportablen Instrumenten dieser 
Gattung oft der Fall ist, mit einer verlicalen Achse versehen ist, um 
welche dasselbe durch den ganzen Umkreis hindurch gedreht werden 
kann, so reicht man bei der Bestimmung von i, k und c durch die eben 
entwickelten Ausdrücke mit Einem Gegenstände aus. Denn da diese 
Reductionselemente sich auf Relationen beziehen, die in Bezug auf die 
verschiedenen Theile des Aequatoreals unter einander, und unabhängig 
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von Punkten statt finden, die ausserhalb desselben liegen, so ist es 
einerlei, wie während der Bestimmung derselben das Aequatoreal in 
Bezug auf die Weltgegenden aufgestellt gewesen ist, und es gniigt, wenn 
die oben verlangte Lage der beiden Gegenstände in Bezug auf die 
Stundenachse des Aequatoreals statt gefunden hat. Hat daher das Aequa- 
toreal die oben erwähnte Beschaffenheit, so kann man zur Bestimmung 
von f , k und c einen beliebigen, nahe im Horizont liegenden festen, ter- 
restrischen Gegenstand wählen, und muss nur bei dem einen Paar von 
Einstellungen dasselbe so um die verlicale Achse drehen, dass der 
Gegenstand in Bezug auf die Stundenachse des Instruments nahe im 
Nordpunkt, und bei dem andern Paar so, dass derselbe in Bezug auf die 
genannte Axe nahe im Sttdpunkt liegt. 

Man wird wohl immer irgend wo am Horizont Einen für diese Be- 
stimmung passenden terrestrischen Gegenstand finden können, und kann 
somit stets, wenn das Aequatoreal mit einer Azimuthaibewegung ver- 
sehen ist, die Bestimmung von i , k und c so wie sie im vor. Art. ent- 
wickelt worden ist, ausfuhren. Allein es könnte sich sehr wohl ereignen, 
dass keine passenden zwei Gegenstände, wovon der Eine dem Süd- 
und der andere dem Nordpunkt hinreichend nahe genug liegt, aufzufinden 
wären oder künstlich hergestellt werden könnten, und es können somit 
Fälle eintreten, wo für ein grosses und festes Aequatoreal , an welcher 
Gattung von Instrumenten die Azimuthaibewegung nicht anzubringen ist, 
die Bestimmung von i und k, so wie sie im Vorhergehenden entwickelt 
worden ist, nicht ausgeführt werden kann. In diesem Falle kann man aber 
für die beiden terrestrischen Gegenstände zwei bekannte oder unbekannte 
Sterne substituiren, wovon der eine tief südlich und der andere lief nörd- 
lich unter dem Pole culminirt, und braucht diese beiden Sterne nicht so tief 
zu wählen, dass die Strahlenbrechung die Genauigkeit der Beobachtungen 
beeinträchtigen müsste. Ja man kann für den nördlichen Stern immer einen 
der beiden Polarsterne in der Nähe einer seiner Culminationen wählen. 

Die Ausdiücke (1 7)^ bedürfen für diese Art der Bestimmung von 
i und k einer kleinen Abänderung. Da in denselben die Ablesungen am 
Declinationskreise nur in den Goefficienten vorkommen, so kann man 
zwar immer die beiden Einstellungen eines jeden dieser beiden Sterne 
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in so kurzer Zeit nach einander ausführen, dass die in der Zwischenzeit 
statt gefundene Aenderung der Declination in Bezug auf die Bestimmung 
von i und k als Null betrachtet werden kann, aber mit den Ablesungen 
vom Stundenkreise verhält es sich wegen der täglichen Bewegung der 
Gestirne anders. 

Betrachten wir die Einstellungen von zwei einander nahe liegenden 
Punkten der Kugeloberfläche, die gleiche Entfernung vom Aequator 
hab^n, so wird die zweite Gleichung (13) für beide Punkte identisch 
dieselbe bleiben, aber statt der ersten wird man folgende zwei erhallen, 

T'=i(T"-|- 0—900 

r;=i(r;+r;')-90o 
wenn die unten mit einem Strich versehenen Buchstaben dem zweiten 
Punkt angehören. Hat man nun zugleich an einer auf Sternzeit regulirten 
Uhr die Zeitmomente der beiden Einstellungen beobachtet und mit Tund T^ 
bezeichnet, so ist, wenn die beiden Punkte Einem Stern angehören, 

und wenn /i = ist , so ist auch 

t'^-t'=T,-T 
Für ein festes Aequatoreal wird ^ immer klein, und die Wirkung dieser 
Grösse daher auf den Unterschied der beiden Einstellungen, wenn diese 
nur in einer möglichst kurzen Zwischenzeit ausgeführt werden, un- 
merklich sein. Uebrigens wird man, wenn dieses nicht der Fall sein 
sollte, /i und m stets so genau ermitteln können, als nöthig ist um ihre 
Wirkung auf diesen Unterschied durch die erste Formel (3) mit mehr 
wie hinreichender Genauigkeit berechnen zu können, und eben so ver- 
hält es sich mit der Strahlenbrechung, deren Wirkung auf die Slunden- 
vvinkel in der Nähe des Meridians überdies klein ist, und deren Wirkung 
auf den obigen Unterschied der Stundenwinkel also um so viel mehr 
kleiner sein muss. Die Wirkung von i und k auf denselben ist Null, weil 
die zweite Formel (1 3} für beide Einstellungen identisch angenommen 
werden darf. Hieraus folgen die beiden folgenden Gleichungen : 

« II in II' rwi nri 

Tj T =T| T = ij i 

die stets hinreichende Genauigkeit besitzen werden, deren rechte Seite 
aber auch, wenn man es für nöthig halten sollte, zufolge der obigen 
Erklärungen , von der Wirkung von /n und der der Strahlenbrechung 
befreit werden kann. Man erhält hieraus 
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und die FandamentalglcicbuDg des vor. Art. geht Über in 

cotg i «— t"-i-T— T,) = — sin » Jg {d"-h c) — lg Ä cos » sec (*"+ c) 
Hieraas folgt auf dieselbe Weise wie dort 

i = ^[[^;-f^T^T;)^{r:-r+T-T,)]cotgA 

fc==i[(/;;'— <''H.r-r,) + (T;;'-r''H-T-T,)~36o*]cosAseci) 

_ ^ [(/;'_ r + r- T;) ~ «- tV T~ T,)] sin D cosec A 
wo fJJ', T', Tj für den zweiten Stern dasselbe bedeuten, was Tj, T, T^ 
für den ersten. 

Die Colliniation c des Declinationskreises kann man durch eine der 
Gleichungen (1 5) vermittelst der Einstellungen des Fernrohrs des Aequa- 
toreals in beiden Lagen auf einen beliebigen Gegenstand finden, imd man 
kann daher auch dazu jeden beliebigen Stern wählen, nur muss alsdann 
unter Umständen die Aenderung, die in der scheinbaren Declination 
dieses Sterns während der Zwischenzeit der Einstellungen vor sich ge- 
gangen ist, berücksichtigt werden. Wenn man für den Stern den Polaris 
in der Nähe der oberen oder unteren Collimalion wählt, so ist jedenfalls 
dieDeclinationsänderung so klein, dass sie unberücksichtigt bleiben kann. 
Man kann diese Methode auch anwenden, wenn man einen (südlichen 
oder nördlichen) Stern und einen (nördlichen oder südlichen) ter- 
restrischen Gegenstand eingestellt hat, und es ist in diesem Falle nichts 
weiter zu thun, wie in den (17*) für den terrestrischen Gegenstand 
T=T, zu setzen. 



11. 

Ich komme nun zur Bestimmung der Reductionselemente /i, m und 
fj oder y, die auf zwei verschiedene Arten, nämlich entweder durch cö- 
lestische Beobachtungen, oder durch Hülfe eines der Lage nach bekannten, 
terrestrischen Gegenstandes und zweier Niveaus sicher ausgeführt werden 
kann. Zuerst nehme ich die Bestimmung durch cölestische Beobach- 
tungen vor. 

Die strenge Auflösung dieser Aufgabe , die in den zu Ende des 
Art. 2. bemerkten Fällen nothwendig werden kann, beruht auf der Ent- 
Wickelung von /i, m und y aus den auf zwei Beobachtungen angewandten 
Gleichungen (1) oder (2). Lassen wir für einen zweiten Stern t, d, <*, d' 
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bez. dasselbe bedeuten, was r, cJ, r, d^ für einen Stern überhaupt be- 
deuten , so giebt die dritte Gleichung (3) für diesen Stern 

sin d= — cos d sin (a cos (<H-y) -I- sin (2 cos /i . . . (A) 
Um hieraus y und ^ zu eliminiren, bedient man sich am Yortheilhaflesten 
des im Art. 3. eingeführten Winkels n, welcher dem im Art. 1 . betrach- 
teten, auf den andern Stern sich beziehenden Dreieck angehört. Entweder 
unmittelbar aus diesem Dreieck, oder durch eine einfache Combination 
der Gleichungen (2) und (4) bekommt man 

sin fx sin (r-l-y) = cos d^ sin n \ 

sin ^ cos (rH-y) = cos d^ sin Ö cos n — sin d' cos d [ . . (B) 
cos fji = cos dl cos d cos n H- sin ö' sin di- 

Die Gleichung (A) lässt sich aber folgender Maussen stellen: 
sin d'= — cos d cos [t — r) sin fx cos (r+y) 

-I- cos d sin [t — r) sin ^ sin (r-l-y) -I- sin d cos ^ 
und hieraus lassen sich durch Hülfe der Gleichungen (B) fjt und y elimi- 
niren, ohne Wurzelgrössen einzuführen. Durch einfache Substitutionen 
bekommt man 

sin d'= (cos d cos cJ cos [t — r) H-sin d sin d) sin d' 

— (cos d sin d cos [t — r) — sin d cos d) cos d^ cos :t 
H- cos d sin (< — r) cos d' sin n 
Setzt man daher 

cos f sin t^ = cos d sin (t — t) \ 

cos f cos t/; = cos d sin d cos (t — t) — sin d cos <J [ • • (C) 
sin f = cos d cos d cos (r — t) -I- sin d sin d^ ) 

so wird 

cos(7r-i/;)= ,,,^eos^ (^8) 

womit die Aufgabe gelöst ist. Denn nachdem ^ und t^ aus (C) berechnet 
worden sind, erhält^ man n aus (18), hierauf /t und y aus (B), und m aus 
den beiden ersten (2) oder (2*). Die Gleichung (18) zeigt, dass n, auf 
dessen Ermittelung das Hauptsächlichste dieser Auflösung beruht, aus 
den beiden Ablesungen am Declinationskreise und dem Unterschied der 
Beobachtungszeiten gefunden wird, welcher in t — t enthalten ist. 

Die Anwendung der Gleichungen (1) statt der (2) giebt eine Auf- 
lösung von derselben Form, in welcher aber n blos aus den Ablesungen 
an den beiden Kreisen des Aequatoreals gefunden wird, und dessen 
Bestimmung daher von den Beobachtungszeiten unabhängig ist. Die 
dritte Gleichung (1) wird erstlich 
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isin d as cos d' sin /i cos (^+ m) + sin d' cos fi 
= cos d' cos (<' — t) sin ^ cos (t'+ m) 
— cos <i' sin {t' — x) sin /i sin (x -♦• m) + sin d' cos /i 
und aas dem im Art. 1 . betrachteten Dreieck, oder durch eine einfache 
Combination der Gleichungen (1) und (4) ergiebt sich 

isin f$ sin (r +m) = cos d sin ;r 
sin f$ cos (t +m) ss — cos d sin ^ cos tt + sin d cos <>' 
cos fi = cos d cos d' cos ;r ^- sin d sin ()r' 

Eliminirt man hiermit fi und r + m in (A^^), und setzt 

!cos ^ sin v;'= cos d' sin (f'— r') 
cos ^ cos 1^'= cos d' sin d' cos (<' — r) — sin d' cos d' 
sin f' SB cos d' cos d' cos (<' — r) + sin d' sin d' 

so wird 

/JA\ ^^« / .'\ sin CsId <f — sind 

09) cos(7r-v;)=n ,,^^^3^ 

Hier müssen also erst f' und i^' aus (C*) berechnet werden, worauf (19) 
n giebt, alsdann bekommt man fi und m aus (B^), und y aus den beiden 
ersten (1) oder (1^^). In diesen Auflösungen muss n durch einen Cosinus 
bestimmt werden, wodurch manchmal nicht die gewünschte Genauigkeit 
erlangt wird, aber suchen wir die Relationen zwischen f, ^, tp und %p'. 
Die folgende Gleichung ist identisch 

cos d' cos d' sin {i — r) = cos d' cos {t + m) . cos d' sin (<'+ m) 

— cos d' sin (t'+ m) . cos d' cos (!'+ m) 
Substituirt man hierin die auf beide Sterne angewandten beiden ersten 
Gleichungen (2), so wird nach einer leichten Umstellung: 
cos d' cos d' sin {i — r) = (cos d sin d cos (r — t) — sin d cos d) sin ^ sin (x-hy)) 

— cos d sin (x — t) (cos d cos /i + sin d sin /i cos (x+y)) 
Die Gleichungen (B) geben aber leicht 

sin /ti sin (x+y) = cos ^ sin n 
cos (J cos /i + sin <^ sin /i cos (x+y)^ cos d' cos n 
Durch Hülfe dieser und der (C) erhalt man sogleich 
(D) . . . . cos f sin (tt— t^) s« cos d' sin (<'— x') 
Die identische Gleichung 

cos d' cos d' cos {t — x ) ^ cos d" cos (x'-i- m) . cos d' cos (<'+ m) 
+ cos d' sin (x + m) . cos d' sin (<'+ m) 
wird durch dieselben Gleichungen (2) 
cos d'cos d'cos (t- x) « cos d cos d cos (x- 1) + sin d sin d 

- [sin d cos /ti-cos d sin ^ cos (x+y)] [sin d cos /i-cos d sin f^ cos (t+y)] 
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woraus vermittelst [der auf beide Sterne angewandten dritten Gleichung 
(2) und der dritten (C) 

sin f = cos d' cos d' cos [t — r') + sin d' sin & . . . (E) 
folgt, und die Substitution dieser in (1 8) giebt sogleich 

cos f cos {n — \p) = cos d' sin d' cos [i — r ) — sin d' cos & . (F) 
Die Vergleichung der Gleichungen (D), (E) und (F) mit den (C^) zeigt, 
dass ^=^ und 

n^^ + xff' (20) 

ist. Man braucht daher (18) oder (19) nicht zur Berechnung von ;r an- 
zuwenden, sondern erhält diesen Winkel aus den beiden ersten (C), (C*) 
und (20), und da die Bögen tp und \p' aus jenen Gleichungen durch die 
Tangente bestimmt werden, so wird tc stets so sicher gefunden, wie die 
Data der Aufgabe es zulassen. Es ist leicht zu finden , dass es am Dien- 
lichsten ist, die Sterne so zu wählen , dass ^ klein wird , welches einen 
Abstand der beiden beobachteten Punkte der Himmelskugel von nahe 
90« bedingt. 

Man kann aber noch andere Gleichungen zur Bestimmung von n 
ableiten. Dividirt man (D) durch (18), so wird 

»g (— ■») = % w-l"/'' •••••■ (ä<) 

Dividirt raan die erste (C) durch (1 9) , so wird 

tg(„-^')=S2?l^^l^J}R^ (21*) 

^ ^ ^ ' Sin C Sin <f — 8in d ^ ' 

Dividirt man (D) durch (F) , so wird 

. / X sin jt'^ r) 

^['^—wj — sin<f'cos(t'-. T'j^n^ cos y 

und dividirt raan die erste (C) durch die zweite, so wird 

. / /% sin (t— () 

lg {jC t^ j ^.^ ^ ^^^ ^^_^^ - tg d cos <f 

wovon die beiden letzten übrigens mit der oben erklärten Bestimmung 
von n aus (20) identisch sind. Für die Anwendung kann man die obigen 
Gleichungen so zusammenziehen, wie bei den Gleichungen (1) und (2) 
gezeigt wurde. Die Gleichungen ftlr die Tangenten von ti — xp und ;r — t^' 
geben für diese Bögen zwei Werthe, aber vorausgesetzt, dass man 
C immer so bestimmt, dass cos ^ positiv wird , welches stets geschehen 
kann, so geben die obigen Gleichungen zu erkennen, dass eines Theils 
n — %f) und i — T, und andern Theils tc — y und r — t in einem und 
demselben Halbkreise liegen müssen , wenn cos d' positiv ist, in ent- 
gegengesetzten Halbkreisen hingegen , wenn cos d' negativ ist. 
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Man kann nämlich in den vorstehenden Gleichungen (, d\ t\ d' 
stets so annehmen, wie das mit der oben beschriebenen Bezifferung 
versehene Aequatoreal sie giebt, wahrend man t, d, r, d auf die ge- 
wöhnliche Art zahlt. Wenn n bestimmt ist, so kann man auch /i, m und y 
durch die folgenden Gleichungen berechnen : 

sin \ ixsm\ (T + T + y + m)ssrsin \it cos^^ (*+^ 
sin \iA cos4^ (x + r +y + m)^cos4^7r sin 4^ [d — ff) 
co&\ fi sin 4^ (r — r'+y — m) ^ sin 4^ :7r sin 4^ (*+^) 
cos4^/[i cos 4^ [r^-T'^'Y — m) = cos4^7r cos 4^ [d — ff) 
die aus dem im Art. 1 . betrachteten Dreieck folgen. 

Ich füge noch hinzu, dass die hier angewandten Hulfsgrössen sich 
leicht construiren lassen. Man wird finden, dass 90^ — ^die Entfernung 
der beiden Punkte von einander ist, in welchen die beiden Sterne 
beobachtet worden sind; in dem Dreieck zwischen diesen beiden Punkten 
und dem Pol des Aequators bedeutet ferner 180®+t/; den Winkel am 
Stern, und in dem zwischen denselben Punkten und dem Pol des Aequa- 
toreals 180® — \^' den Winkel am Stern. 



12. 

Für die genäherte Auflösung derselben Aufgabe geben die auf zwei 
Beobachtungen angewandten Gleichungen (3) 

r — t'= ^ + /i tg d' sin (r'-f- m) 

d — (J'ss (i cos (t + m) 

t — i^=^tl^fi tgd'sin (<'+iw) 

d^d's= fi cos (<'+ m) 
von welchen man mit drei ausreicht, da nur drei unbekannte Grössen 
zu bestimmen sind. Die zweite und vierte derselben reichen aus, um 
fi und m zu finden ; setzt man 

(23) m = a? — 4-(t'+0 

so bekommt man aus der Summe und Differenz derselben sogleich 

^ 2 sm i (T - O 

und für die Gollimation des Stundenkreises ergeben sich die beiden 
folgenden Ausdrücke: 



(22) 
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t] = (t— T ) — ^ tg (T sin (r + m) | .^^. 

, = (<_l')_^tgd'sin(l'+m)j -^ 

aus welchen man das arithmetische Mittel nehmen kann. Man kann aber 
auch alle vier Gleichungen (22) zur Bestimmung von /i, m und tj an- 
wenden. Die Unterschiede der ersten und dritten und der zweiten und 
vierten sind 

{r—r) — [i — i') = ^ {tg d^sin {r^m) — tg d'sin (/+m) j 
[9—if) — {d—d') = /i I cos (r -h m) — cos (t'-h m) } 
die durch Einführung des durch (23) bestimmten Hülfswinkels x in fol- 
gende übergehen : 
{r-r')-{t-n^,.sinx^^}^^ 
((J_d')_(d_d') = — 2/ti sin X sin i (r — t) 
woraus man 
fisinx— 2 8io^(^'-o I 

li cosa? = -^ ^ : i ^ 1 

^ 2 Sin (<«'+ (T) sin ^ (t- «') j 

erhält, welche ^ und x geben, worauf m und tj wieder aus (23) und (25) 
folgen, von welchen jedoch die letztern jetzt, unabhängig von den Be- 
obachtungsfehlern, dasselbe Resultat für t] geben müssen, während 
dieses bei der vorhergehenden Methode nicht der Fall ist, sondern nur 
dann statt finden musste, wenn keine Beobachtungsfehler vorhanden 
waren. Man sieht, dass man bei der Anwendung dieser Methode die 
beiden Sterne nicht so wählen darf, dass sin {d'+ d') eine kleine Zahl 
wird, und ausserdem am Sichersten verfährt, wenn man die beiden 
Sterne in Stunden winkeln beobachtet, die nahe 180® von einander ver- 
schieden sind , während man bei der vorhergehenden Methode sie so 
wählen muss, dass der Unterschied der Stundenwinkel in der Nähe von 
90 • oder 270« liegt. 

Wenn man statt der einmaligen Beobachtung zweier Sterne Einen 
Stern zwei Mal beobachtet hat, so vereinfachen sich die Gleichungen (26). 
Es ist nämlich in diesem Falle erlaubt, in den Goefficienten -^[d'-^ d^) für 
d' und dl, und Null für d' — df zu setzen. Man erhält daher in diesem 
Falle statt der (26) die folgenden : 

/*s'°^= -T^hw^ , (27) 
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Man sieht, dass man bei dieser Bestimmung von x und /n den Stern 
dem Aequator nicht zu nahe wählen darf. Ueberhaupt bemerke ich 
noch , dass man bei der Anwendung der in diesem Artikel entwickelten 
Näherungsmethoden nicht zwei Beobachtungen, die in den entgegen- 
gesetzten Einstellungsarten des Aequatoreals angestellt sind, mit einander 
unmittelbar verbinden darf, wie bei den strengen Methoden des vor. Art. 
erlaubt war. Wenn daher die beiden Beobachtungen in der That durch 
entgegengesetzte Einstellungsarten erlangt worden sind, so muss man 
die eine derselben durch die Gleichungen 

t=180«h-t; , t'=iSO^+i 
oder 

d'=iso^—d[ d'=i8oo— d; 

mit der andern gleichartig machen. 

Da wir hier vier Gleichungen zur Bestimmung von nur drei Grössen 

angewandt haben , so ist klar, dass sich eine vierte Grösse ausserdem 

noch bestimmen lassen muss, und man findet leicht, dass diese die Col- 

limation des Declinationskreises ist, die in der That aus den Gleichungen 

(26) und (27) eliminirt ist. indem man in dem Ausdruck {d — d') — (d — d^, 

ä' und d!' statt d' und d' schreiben darf, wie auch c beschaffen ist. 

Substituirt man nun 

d'= d"-i- c und d'= ^'-i- c 

in die vierte und zweite der Gleichungen (22), und nimmt ihre Summe, 
so bekommt man leicht 

(28) . . c=i(d— d") + i-(d— *") — ^cosa?cosi(T — 
welche Gleichung eine von den früheren unabhängige Bestimmung der 
Collimalion c ist. Doch ist zu bemerken , dass die Bestimmung von c 
durch die Gleichungen (1 5) die einfachste und sicherste ist, und dass 
man daher die durch (28) erlangte entweder nur als Controlle, oder nur 
dann anwenden wird, wenn die Beobachtungen, die zu reduciren sind, 
zur Bestimmung von c durch (1 5) keine Data liefern. Wenn c gross ist, 
und aus der eben angeführten Ursache nicht aus (1 5) berechnet werden 
kann, so muss man doch ftlr die Berechnung der CoefBcienten in (25), 
(26) und (27) jedenfalls im Voraus einen so weit genäherten Werth da- 
von kennen, als nöthig ist, um fiir diese CoefBcienten d' und d' hin- 
reichend genau berechnen zu können. 
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§11. 

Anwendung und Bestimmung des zweiten Systems von Reductions- 

elementen. 

13. 

Das zweite System von Reductionseleroenten steht schon in so fem 
mit dem ersten System in Verbindung, als es dient die zweite, zu Anfang 
des Art.1 1 . angekündigte Art fi, m und ^ oder y zu finden in Ausführung 
zu bringen. Für die strenge Auflösung der betreffenden Aufgabe lege man 
eine verticale Ebene durch die Achse des Stundenkreises, dann ist^der 
Winkel , den diese mit der Ebene des Meridians des Beobachlungsortes 
macht, das Azimuth der Stundeuachse ; ich werde dieses Azimuth 
a nennen, und von Süden nach Westen zählen. Bezeichnet man ferner 
die Polhöhe des Beobachtungsortes mit qp, und den Winkel, den die 
Stundenachse mit dem Horizont macht, mit qp', so sind in dem Dreieck 
zwischen dem Zenith, dem Pol des Aequators, und dem des Aequato- 
reals, den ich mir in der im Art. 1. angenommenen Lage denke, die 
Seiten 90* — qp, 90^ — (p und [i, und der Seite /i liegt der Winkel — a 
gegenüber. Zieht man nun vom Pol des Aequatoreals aus, ausserhalb 
dieses Dreiecks, den Bogen grössten Kreises, welcher dem Meridian 
des Aequatoreals entspricht, und nennt den Winkel , den dieser mit der 
Seite 90 • — ip einschliesst, q, so ist 360 • — q die von der Wirkung von 
f und k befreite Angabe des Stundenkreises, wenn die Absehenshnie 
des Fernrohrs auf das Zenith gerichtet ist. Zufolge des im Art. 1 . be- 
schriebenen Dreiecks ist aber der in unserer Figur vom Meridian des 
Aequatoreals und dem Bogen fi eingeschlossene Winkel gleich m, und 
hieraus folgt sogleich, dass in unserm Dreieck der der Seite 90 •—y 
gegenüber liegende Winkel gleich m — q ist. Es folgen daher aus dem- 
selben die Gleichungen 

sin fi sin (m — q) = — cos q) sin a | 

sin /i cos [m — q) = — cos q> sin q> cos a + sin qp cos ?)'>.. (29) 

cos fi = cos q> cos q) cos a + sin 9) sin q! j 

wodurch [x und m erhalten werden , wenn a, q> und q bekannt sind. 

Der Ausdruck fUr / kann auf zwei Arten, entweder aus demselben 

Dreieck, da der dritte Winkel desselben 180®— yist, oder durch die 
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GleichnngeD (1) erhalten werden. Nimmt man ftlr den Punkt, dessen 
Polarcoordinaten t und d sind, das Zenith an, so wird r = 0, d=:(p, 
T = 360*^ — g, d'^=(p\ und hiemit geben die beiden ersten Gleichungen 
(1), übereinstimmend mit dem obigen Dreieck : 

cos q> sin y ^ cos q>' sin (m — ^f) 

cos €p cos y = cos (p' cos fi cos (m — ^f) — sin tp sin /i 
welche y geben, nachdem durch die (29) /i und m — g ermittelt worden 
sind. Durch die folgenden Gleichungen 
sin /i sin y := — cos y' sin a 



(30) . . {; 



(30*) 

l sm fi cos y = cos (p sm qp cos a — sm (p' cos q> 

ist die Bestimmung von y unmittelbar von a und (p abhängig gemacht. 
Die Bestimmung von /i, m und y ist somit durch die Gleichungen 
(29) und (30) oder (30*) auf die von a, (p' und q hiogefilhrt, und man 
kann daraus leicht die Gleichungen ableiten, die a, (p und q durch 
fi , m und y geben. 



14. 

Theoretisch betrachtet kann die Bestimmung von zwei der im vor. 
Art. angeführten Grössen a, (p' und q durch die Einstellung des Fem- 
rohrs des Aequatoreals auf einen der Lage nach bekannten, terrestrischen 
Gegenstand ausgeführt werden ; die Bestimmung der dritten Grösse muss 
jedenfalls durch ein anderes äusseres Hülfsmitlel erlangt werden. Zur 
Anwendung ist jedoch diese Art der Bestimmung diesser Grössen wenig 
geeignet, denn es wird sich zeigen, dass nur die eine derselben, näm- 
lich a, mit Sicherheit durch den terrestrischen Gegenstand erlangt wer- 
den kann , und dass man daher zur sichern Bestimmung von q^ und q 
sich zwei anderer äusserer Hülfsmittel bedienen muss. 

Sei a das Azimulh und z die Zenithdistanz irgend eines Gegen- 
standes , durch dessen Einstellung im Aequatoreal man , nachdem die 
Ablesungen von der Einwirkung der Reductionselemente t, k und c 
befreit worden sind, t' und d' erhalten habe. Betrachten wir nun das 
Dreieck zwischen diesem Gegenstande, dem Zenith und dem Pol des 
Aequatoreals, so sind die Seiten desselben z, 90^ — d'und 90^ — q)\ 
und es sind ferner offenbar der Winkel am Pol <'+ q , und der am Zenith 
iSO^ — {a—a). Wir erhalten also 
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sin z sin (a — a) = cos d' sin (/'+ q) 

sin z cos (a — «) = cos d' sin (p cos (f'-i- 5) — sin d' cos flp' } . . (31 ) 
cos z = cos d' cos (p cos (^-1- g) + sin d' sin 9)' 

Wollte man nun blos entweder qp' oder q durch ein anderes äusseres 
Hüifsmiltel bestimraen, so müsste man entweder q oder q! durch die 
dritte der vorstehenden Gleichungen ermitteln. Aber jeder dieser Bögen 
wird vermittelst dieser Gleichung, wenn die andern darin vorkommenden 
Grössen bekannt sind, durch einen Cosinus erhalten, und kann daher nur 
mit geringer Genauigkeit erhalten werden . wenn die Lage des Gegen- 
standes so beschaffen wäre, dass dieser Cosinus nahe gleich ±1 würde. 
Aber nicht blos in diesen Fällen, sondern auch in denen, wo dieser Co- 
sinus so klein ist, dass man den dazu gehörigen Bogen aus den trigono- 
metrischen Tafeln mit Sicherheit entnehmen kann, ist diese Bestimmung 
mit einer wesentlichen Unsicherheit behaftet, die daher rührt, dass man, 
sei es (p' oder ^f, aus der Zenithdistanz des Gegenstandes ermitteln muss, 
die wegen der terrestrischen Strahlenbrechung grossen Schwankungen 
unterworfen ist. Man kann daher durch den terrestrischen Gegenstand 
nur a mit Sicherheit bestimmen, und muss sich zur Bestimmung von 
beides 9)' und q zwei anderer äusserlicher Hülfsmittel bedienen. Diese 
Bestimmung von a geschieht durch den Quotienten aus den beiden 
ersten Gleichungen (31), nämlich durch 

Uf (a—a) = co sd^sinjt'^q) 

^ ^ ' cos d' sin y' cos (<'+ q) — sin d'cos ^' 

und gewährt, weil sie durch die Tangente geschieht, und von der Zenith- 
distanz z, folglich auch von deren Veränderungen unabhängig ist, stets 
volle Sicherheit, der Gegenstand mag liegen wo er wolle. 



15. 

Ich werde jetzt aus den im vor. Art. entwickelten Gleichungen eine 
genäherte Auflösung derselben Aufgabe ableiten, die auf die Annahme 
gegründet werden soll, dass a und q) — 9' kleine Grössen sind. Nennt 
man den Stundenwinkel und die Declination des terrestrischen Gegen- 
standes t und d, so bekommt man zuerst die bekannten Relationen 
sin z sin a =s cos d sin t \ 

sin z cosa = cos d sin q) cost — sin cf cos 9) > . . . (32) 
cos z sss cos d cos q> cos t + sin d sin q) / 

Abh«ndl. d. K. S. Oet. d.WiiMutcb. IV. 33 
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Setzt man nun in die beiden ersten Gleichungen (31), z + ^z für z, 

t+{t'—t+q) für <'h-9. d + {d'—d) für d', (p + {(p'--(p) für q>\ so werden 

in Folge der eben aufgestellten Annahmen auch A^. ^ — '+? wöd d — d 

kleine Grössen sein, von welchen man wie von jenen die Quadrate und 

Producte übergehen kann. Entwickelt man daher die (31) in Bezug auf 

diese Grössen, und zieht die (32) davon ab, so ergiebl sich: 

^z cos z sin a — « sin z cos a =r [t' — 1+<]) cos d cos <— (d'— d) sin d sin i 

^z cos z cos a + a sin z sin a =c — [( — t^q) cos d sin (p sin t 

— {d' — d) (sin d sin (p cos t + cos d cos y) 

+ (qp' — (p) (cos d cos (p cos ( -i- sin d sin y) 

und wenn man hieraus A^ eliminirt, so wird 

a sin z = — {(' — l+q) (cos t cos ä + sin t sin a sin qp) cos d 

-h (d' — d) (sin d sin < cos a — sin d cos t sin a sin qp — cos d sin a cos q^ 

+ (<jp' — y) (cos d cos qp cos t + sin d sin qp) sin a 

Um die Coefficienten dieser Gleichung zu vereinfachen , führe ich den 

Winkel am Gegenstande zwischen dem Verlical- und dem Declinaiions- 

kreise ein, und nenne ihn f, dann giebt das Dreieck zwischen dem 

Gegenstande, dem Zenith und dem Pol des Aequators 

sin 6 cos d= sin a cos cp 

sin £ sin d = sin a cos t sin (p — cos a sin t 

cos € = sin a sin ^ sin ^ + cos a cos t 

cos z = cos <p cos d cos t +8\u (p sin d 

sin a cos z =sin t cos e sin d + cos l sin f 

und die vorstehende Gleichung gehl dadurch über in 

a sinz = — (/' — i+g) cosdcos « — (d' — d) sin^ +(y' — y») (sin/ cosf sin d+cos/sinei 

Unter der Annahme, dass a, /i und (p' — (p kleine Grössen sind, geben 

die Gleichungen (29) 

fi sin (m — g) =Ä — a cos y 

fi cos (m — ^) = (p — (p' 

Schreibt man nun p für y — (p\ und setzt 

<* — /+^+/) lg d sin / = jf 

d' — d H-p cos t =A 

9 cos d = A sin / 

A = A cos / 

so wird die obige Gleichung 

(35) « = ASsm(/+*) 



(34) 
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wo «für — « cos (p geschrieben ist. Ist hieraus u berechnet, so geben 
die vorstehenden Gleichungen 

fi sin {m—q) = u\ ^3g^ 

/i cos (in—^)=pl 

Der Quotient aus den Gleichungen (30) giebt zuerst 
cotg r = cotg (m-g) - fi J5L_ 

and hieraus folgt 

m — y — q = — fi smy ig(p 

oder da m— 5 und y nur um eine Grösse erster Ordnung von einander 

verschieden sind, 

f]=q—u ig(p (37) 

Durch diese Gleichungen erhält raan /t, m und tj, nachdem man p und q 
durch andere Hülfsmittel bestimmt hat. Diese Auflösung ist identisch 
mit derjenigen , die ich in meiner früheren Abhandlung über das Helio- 
meter gegeben habe. Sie verlangt nicht, dass man am Gegenstande den 
Punkt einstelle, dessen Stundenwinkel und Declination t und d sind, son- 
dern gestattet dafür jeden andern demselben nahe liegenden, in dem- 
selben Vertikal befindlichen zu wählen, und macht also eine Erhebung 
oder Senkung des Gegenstandes durch die Strahlenbrechung unschädlich. 
Sie gestattet femer den Gegenstand in jedem beliebigen Punkt des Ho- 
rizonts oder der Nähe desselben zu wählen. 

Die Auflösung, die Bessel von dieser Aufgabe gegeben hat, ist par- 
ticulär und nur zur Anwendung geeignet, wenn der Gegenstand im Me- 
ridian oder in der Nähe desselben liegt. Man erhält sie aus den beiden 
Gleichungen (33), wenn man darin A^=0 macht, und {d! — d) eliminirt. 

Wenn man nur eine Einstellung des Gegenstandes in der einen Lage 
des Aeqüatoreals gemacht hat, und die unmittelbar dadurch erhaltenen 
Ablesungen t" und d" nennt, so ist zufolge der Gleichungen (7) 

t'=t"+itg{d"+c) + k8ec{d"+c)\ .„. 

d'=d"+c f . . . . (38) 

Hat man aber den Gegenstand in beiden Lagen des Aeqüatoreals ein- 
gestellt, und in der zweiten Lage die Ablesungen ('" und d'" erhalten, 
so geben die Gleichungen (1 3) 

t=i{i"+n- 900 1 

d'=90o— i(d" — d')| ^ ^ 

ohne die Kenntniss von i, k und c voraus zu setzen. 

33* 
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Wenn man fortwährend einen und denselben Gegenstand für die 
in Rede stehenden Bestimnaungen anwendet, so kann es vortbeilbaft 
werden, statt des Ausdrucks (35) ftlr u einen anzuwenden, welcher 
diese Grösse exphcite als lineariscbe Function von i — /+?, d' — d 
und p giebt. Man findel leicht aus (34) und (35), dass 

(35*) «= ^^^i^{(-t+q) + S2^^d'^d)+coB^Biaacoisz.p 

und kann sich die CoefQcienten dieser drei Glieder ein für alle Mal be- 
rechnen. Man sieht aus diesem Ausdruck, dass der CoefQcient voup 
Null ist, wenn der Gegenstand im Horizont des Aequatoreals liegt, und 
es wird daher, wenn dieses nahe der Fall ist, die Wirkung von p auf u 
unmerklich sein. 

16. 

Ein sicheres Mittel zur Auffindung von p und 9, und der etwa im 
Laufe der Zeit damit vorgehenden Veränderungen besteht darin, dass man 
an der Büchse der Stundenachse zwei Niveaus befestigen lässt, wovon 
das eine von Süden nach Norden, und das andere von Osten nach Westen 
gerichtet sein muss. Hat man einmal, wahrend man ^, m und tj ver- 
mittelst einer der Methoden der Art. 1 1 . oder 12. durch cölestische Be- 
obachtungen bestimmte, diese beiden Niveaus zugleich al^elesen' so 
giebt eine spätere Aenderung der Blasen derselben die Aenderungen an, 
die p und q erlitten haben, und sollte man Aenderungen in der relativen 
Lage dieser Niveaus und der Büchse der Slundenachse beftirchten, so 
kann man der nachtheiligen Wirkung derselben dadurch vorbeugen, dass 
man von Zeit zu Zeil die Bestimmung durch cölestische Beobachtungen 
wiederholt. 

Ich nehme an, dass wie gewöhnlich die Bezifferung der Scalen 
des Niveaus von der Mitle nach beiden Enden hin wächst, und dass man 
bei der Bestimmung von ^, m und tj durch cölestische Beobachtungen 
an denselben die Zahlenangaben N^, S^, 0^, W^ abgelesen habe, wo 
die gewählten Buchstaben die Richtung der Weltgegenden bezeichnen, 
nach welchen die Ablesungen statt gefunden haben. Die Werthe von 
/i , m , 1^ , p und q , die man durch dieses Verfahren erhält, will ich mit 
A'o'^o^^/o^Po "°d 9o bezeichnen, und es ist also zufolge der Glei- 
chungen (36) und 37), wenn man die Glieder zweiter Ordnung übergeht, 
(40) iPo=/^oCös(m^ — ryj 
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Wenn man nun zu irgend einer andern Zeit an diesen Niveaus die 
Zahlen N, S, 0, W abgelesen hat, so ist klar, dass die Differenz S — Sq 
der Differenz p — p^, und die mit sec (p mullipJicirle Differenz — 0^ 
der Differenz q — q^ proportional ist. Denn die Veränderung der Grösse q 
bezeichnet eine Drehung des Aeqüatoreals um die Slundenachse, und 
wird daher durch das von Ost nach West gerichtete Niveau nicht un- 
mittelbar, sondern im umgekehrten Verhaltnisse des Halbmessers des 
Parallels, welcher durch das Zenith geht, zum Halbmesser des Aequators 
angegeben. Wenn daher die Werthe der Scalentheile der beiden Niveaus 
mit s und s bezeichnet werden , so ist 

{S—So)8=p—p^ 

(0 — Oq)s sec (p^=q — q^ 
und die Ablesungen an den andern Enden dieser Niveaus geben auf 
gleiche Weise {Nq — N) s =p — p^ 

{Wq—W)s sec (p = q—q^ 
aus welchen Gleichungen, um die Veränderungen in den Längen der 
Niveaublasen zu eliminiren, das Mittel genommen werden muss. Es 
wird daher llberhaupt 

^ o-w . \ (*^) 

q = 0h Y^ s secqp 

nachdem ein für alle Mal 

^^" ' \ (42) 

0=9„_^^«'secy 

berechnet worden ist. Hat man nun zu irgend einer Zeit den bekannten 
terrestrischen Gegenstand eingestellt, die beiden Kreise des Aeqüatoreals 
und die beiden Niveaus abgelesen, so geben die (41) p und q, und 
hierauf erhält man aus (34) , (35), (36) und (37), oder aus (35*), (36) 
und (37) ^ , m und tj . 

17. 

Man kann auch durch Anwendung eines Collimators und ohne Zu- 
ziehung von cölestischen Beobachtungen p^ und q^ bestimmen. Man muss 
zu dem Ende den Collimator nach und nach nördlich, südlich, östlich 
und westlich vom Aequatoreal aufstellen. Wenn man diese Aufgabe in 
der Voraussetzung lösen will, dass der auf eine unveränderte, nahe 90 • 
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betragende, übrigens unbekannte Zenithdistanz zeigende Collimator in 
diesen vier Aufstellungen unter beliebigen, aber unbekannten Azimuthen 
aufgestellt worden sei, so sind es überhaupt die Gleichungen (31), aus 
welchen die Auflösung entwickelt werden muss ; da ich aber hier an- 
nehmen werde, dass derselbe nahe in den oben bezeichneten Cardinai- 
punkten des Horizonts aufgestellt werde, so reicht man mit der dritten 
(31), nämlich mit 

cos z = cos d'cos (p cos (<'+ q) + sin d' sin ip 

aus. Sei der Collimator nun erstlich einmal nahe im Nordpunkt, und ein- 
mal nahe im Südpunkt aufgestellt worden , so giebt diese Gleichung zu 
erkennen, dass die Ablesungen am Stundenkreise nur eine kleine Grösse 
zweiter Ordnung im Resultat hervorbringen können , und dass dieses 
selbst dann noch statt findet, wenn man bei der zweiten Aufstellung das 
Aequatoreal ein Weniges um die Achse des Stundenkreises hat bewegen 
müssen, um das Fadenkreuz des Collimators einstellen zu können. Wir 
können also hiebei von den Angaben des Stundenkreises ganz absehen. 
Ich nehme nun an, dass bei beiden Einstellungen der Stundenkreis 
Null, oder wenigstens nahe Null gezeigt habe, dass man also das Fem- 
rohr des Aequatoreals von Süden nach Norden oder entgegengesetzt 
bewegt habe, ohne eine andere, wie höchstens eine kleine, Drehung 
um die Stundenachse vorzunehmen , dann kann für beide Einstellungen 
cos (/'-i-9) = -i-1 gesetzt werden, und die obige Gleichung giebt 

cos d^ cos 9)'+ sin d^ sin q)'^= cos d^ cos qp'-l- sin d^ sin <p 
wo dg und d^ die von der CoUimation c befreiten Ablesungen am De- 
clinationskreise sind. Zufolge der oben verlangten Bezifferung des De- 
clinationskreises wird die eine dieser Ablesungen im zweiten Quadranten 
liegen, und die andere eine negative, zwischen und —90® liegende, 
Zahl sein , und deshalb habe ich die Indices 2 und 4 gewählt, um sie 
zu bezeichnen. Unter diesen Umstanden giebt die vorstehende Gleichung 

(*3) v'=w^^^d:) 

Wählt man die andere Lage des Aequatoreals für diese Einstellungen, 
in welcher also cos (l'-i-5f)= — 1 gesetzt werden muss, und bezeichnet 
man aus demselben Grunde wie oben die dadurch erhaltenen, von der 
CoUimation befreiten Ablesungen am Declinationskreise mit d^ und d,, 
so giebt dieselbe Gleichung : 
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Wendet man beide Arten dieser Bestimmung an , und nimmt aus , 
(43) upd (44) das arithmetische Mittel, so findet man leicht, dass dieses 
von der Collimation des Declinationskreises unabhängig ist. Hat man* 
nun auf diese Art q! gefunden, so erhält man durch Zuziehung der be- 
kannten Polhöhe des Beobachtungsortes 

Po = <p—V (*5) 

und die gleichzeitig vorgenommene Ablesung des von Süden nach Nor- 
den gerichteten Niveaus giebt N^ und Sq. Hiemit hat man die Data für 
die erste der Gleichungen (42) erlangt. 



18. 

Man stelle ausserdem den CoUimator einmal nahe im Ostpunkt, und 
einmal nahe im Westpunkt auf, und nenne die dabei erlangten, und durch 
die Ausdrücke (7) von der Wirkung von i, k und c befreiten Ablesungen 
/j,^dj, /j, dji Jsii^ö giebt die im vor. Art. angewandte Gleichung 
cos dj cos q)' cos (<|+ q^ + sin d^ sin q)'= cos d^ cos tp' cos {t^-^- q^ + sin d^ sin (p 
Ich nehme nun an, dass bei diesen beiden Einstellungen der Stunden- 
kreis nahe 90® gezeigt hat, dann wird der Declinationskreis das eine Mal 
nahe 0, und das andere Mal nahe 180<> gezeigt haben. Entwickelt man 
unter diesen Voraussetzungen die vorstehende Gleichung, und bleibt bei 
den Grössen erster Ordnung stehen, so bekommt man 

(/,= 90o_i(/,+g-i(180o-d,-d,)tgy' . . (46) 
Hat man diese Einstellungen in der andern Lage des Aequatoreals 
gemacht, in welcher der Stundenkreis beide Male nahe 270® zeigt, und 
nennt die jetzt erhaltenen, auch von der Einwirkung von i, k und c be- 
freiten, Ablesungen t^, d\, t^, d^, so bekommt man eben so 

(y,==270o_-j-(<;+g+i(i80o_d;-t^)tgv' . . (47) 

Das von Osten nach Westen gerichtete Niveau giebt zugleich O^und W^j, 
und somit hat man die Data für die zweite Gleichung (42) erlangt. 

Wenn das Aequatoreal um eine verticale Achse drehbar ist, so 
können die eben erklärten Ermittelungen von p^ und q^ ohne CoUimator, 
blos durch Hülfe Eines terrestrischen Gegenstandes ausgeführt werden. 
Man braucht nur, indem man sonst nichts am Aequatoreal ändert, das- 
selbe vor jeder der vier Einstellungen so um die verticale Achse zu 
drehen, dass der terrestrische Gegenstand in Bezug auf die Stunden- 
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.achse desselben nach und nach nördlich, südlich, östlich und westlich 
wird. Die hierauf durch die Ausdrücke (43) bis (47) erhaltenen Werthe 
von p^ und q^ gelten für den verticalen Stand der genannten Achse, ni- 
vellirt man diese daher durch die beiden Niveaus, so bekommt naan die 
Grössen N^, S^, 0^, W^, die jetzt diejenigen Angaben der Niveaus be- 
deuten, die statt finden, wenn die verticale Achse wirklich vertical steht. 



49. 

Es giebt noch ein anderes, einfaches und sicheres Mittel um q zu 
finden, und dieses besteht in der Nivellirung der Declinationsachse. Es 
ist nämlich durch Art. 13. klar, dass wenn i=0, und die Declinations- 
achse horizontal ist, der Stundenkreis 360 • — q zeigen muss. Ich will 
daher jetzt annehmen, dass das Aequatoreal so eingerichtet sei, dass 
man durch ein an die Zapfen der Declinationsachse aufzuhängendes, oder 
darauf aufzustellendes Niveau dieselbe so nivelliren könne, wie man die 
Achse eines Passageninstruroents oder eines Meridiankreises nivellirt. 

Sei das westliche Ende der Declinationsachse dasjenige, welches mit 
der nach Norden gerichteten Verlängerung der Stundenachse den Winkel 
90 *+t macht, und habe man durch Hülfe des genannten Niveaus die 
Neigung der Declinationsachse gegen den Horizont n Secunden gefunden, 
und zwar n positiv genommen, wenn das westliche Ende der Decli- 
nationsachse das höhere ist, sei ferner in dieser Lage derselben die Ab- 
lesung am Stundenkreise q\ so ist das Dreieck zwischen dem Zenith, dem 
Pol des Aequatoreals und dem westlichen Ende der Declinationsachse 
zu betrachten. In diesem sind die Seiten 90® — (p\ 90®-|-t und 90® — », 
und der Winkel am Pole ist 90^ +q+q, es vnrd also 

— sin n = sin (p' sin i + cos (p' cos i sin {q-h q) 
und hieraus folgt 

(48) ..... — 5 = 5f'+n sec(jp'-i-i tgy' 
woraus q zu jeder Zeit einfach und sicher bestimmt werden kann. Man 
kann ausserdem noch immer p durch das von Norden nach Süden ge- 
richtete, und an der Büchse der Stundenachse befestigte, Niveau so be- 
stimmen, wie im Vorhergehenden gezeigt worden ist, und a durch den 
bekannten, terrestrischen Gegenstand, worauf man wieder /i, m und ^ 
durch die Methode des Art. 1 3. erhält. 
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20. 



Ich füge hier hinzu, dass man auch roit einem gut gebauten Aequa- 
toreal die Zeit bestimmen kann, und zwar am Einfachsten nachdem man 
durch die eben entwickelte Methode q ermittelt hat. Ich rede hier nicht 
davon , dass man hierauf das Aequatoreal wie ein Passageninstrument 
behandeln kann, weil ich weiter unten darauf zurück kommen werde, 
aber wenn die Theilung des Stundenkreises hinreichend fein und genau 
ist, so kann man , indem man die Drehbarkeit des Aequatoreals um die 
Stundenachse mit anwendet, in kurzer Zeit die Durchgänge mehrerer Fun- 
damentalsterne, die nicht allzufern vom Aequator sind, beobachten, wobei 
man jedes Mal den Stundenkreis und wenigstens bei Einem dieser Sterne 
auch den Declinationskreis ablesen muss. Man wählt am Vortheilhaftesten 
diese Sterne so, dass man sie nicht allzuweit vom Meridian beobachten 
kann. Hierauf oder zwischen jenen Beobachtungen muss man einen pas- 
senden, vom Pol nicht allzu entfernten Stern beobachten, und wieder beide 
Kreise ablesen, worauf man durch die Methoden des Art. 12.^ und m er- 
hält, die dort unabhängig vom Stande deriJhr gefunden werden. Aus ^, m 
und q erhält man hierauf die Collimation des Stundenkreises durch (37), 
nämlich ^ = ? — f^ sin (m — q) tg (p 

Nennt man nun a die gerade Aufsteigung irgend eines der beobachteten 
Sterne, T die Uhrzeit der Beobachtung und A ^ die Correction der Uhr 
gegen Steruzeit, dann ergiebt sich aus (25) für jeden beobachteten Stern 

welche den Stand der Uhr giebt. 



21. 

Wenn man q durch die Methoden der Art. 18. oder 19. bestimmt 
hat, und übrigens, wie sonst hier vorausgesetzt wird, den Uhrstand kennt, 
so kann man auch /i, m und .rf durch einmalige Beobachtung Eines Sterns 
finden. Die Gleichung (37) giebt 

tl = q — fism{m—q)[g(p (49) 

und substituirt man diesen Werth von tj in die Ausdrücke (3), so er- 
hält man daraus leicht 
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(50) . . < ^ ^ J tgcr-lgyco8(T+g) 

[ fi COS (r + m) = {d—d^) 

woraus, da r' bekannt ist, /ti und m folgen, worauf tj durch (49) erhalten 
wird. Die (50) zeigen, dass man sich zu dieser Bestimmung weder eines 
Sterns bedienen darf, welcher dem Zenith, noch eines welcher dem Ho- 
rizont und dem ersten Vertical nahe ist, da in diesen Fällen der Nenner 
der ersten derselben klein wird. 

22. 

Bis jetzt habe ich die wegen der Aufstellung des Aequatoreals er- 
forderlichen Reductionen der Beobachtungen von /n, m und tj abhängig 
gemacht, allein man kann sie auch unmittelbar von a, p und q abhängig 
machen. Um die hieraus entstehenden Ausdrücke möglichst einfach zu 
machen werde ich indess nicht a und p selbst, sondern zwei andere 
damit in enger Verbindung stehende Constanten einführen. Im Art. 15. 
wurde schon u= — a cos qp gesetzt, setzt man nun hier 
(5^) h'= u cos q+p sin q 

\p'^ — u sin q+p cosq 
so wird zufolge der (36) /i sinm^u, fi cos m^p', und substituirt man 
diese sowohl wie (37) in die (3), so ergiebt sich 

[q — u ig (p)+p' ig d' sin r + u tg d'cos r 



IT = T- 



(51*) 

«^ — AT -.^cosT — üsmr 

die man, wenn a, p und q im Voraus ermittelt worden sind, auch zur 
Reduction der Beobachtungen anwenden kann, allein wenn viele Be- 
obachtungen zu reduciren sind, so scheint es vortheilhafter durch die 
Methode des Art. 15. /i, m und q aus u, p und q zu berechnen, und 
darauf die Ausdrücke (3) zur Reduction derselben anzuwenden. 

Die vorstehenden Gleichungen können übrigens, wenn man die ähn- 
lichen, welche die Beobachtung eines zweiten Sterns liefert, mit an- 
wendet, dienen um u\ p und q — u ig g) , das ist tj , unmittelbar aus cö- 
lestischen Beobachtungen zu finden. Nennt man, wie in den Artt. 11. 
und 12. für den zweiten Stern die analogen Grössen t, d, t\ d, so be- 
kommt man der ersten Methode des Art. 1 2. analog 



(52) 



/ ((f— (T) cos ('— (d—<f) 0O8 T 

/ ((f— (T) sin t'— (d— d') sin i 
P sin(f'-T') 
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worauf ^ aus einer der beiden folgenden hervorgeht 

fj = (t — T ) — pigd' sin T — u tg d' cos r 
= {l — t') —p tg d' sin r— u lg d' cos /' 
Der zweiten Methode des Art. 1 2. analog ergiebt sich 

,_ j(r-T')-(<-0i|co8T'-co8<'|-j(<r-.(r)-.(d-cr)j{lg(r8lnT'-.lg(r8me'| 



u^=^ 



i(tgcr+tgd')8ln«i(T'-.0 
,_ { (T-O- (<-0 1 {sin T - sin t'\ + 1 (^-a*) - (d-^e^) j | tg cTcos t'- tg (Tcos «'} 



P=^- 



(53) 



«(lg<f'+tßd')8in»i(T'-0 

und ti wird wieder aus den obigen Ausdrücken berechnet. Hat man 
statt der einmaligen Beobachtung zweier Sterne Einen Stern zwei Mal 
beobachtet, so ändern sich die vorstehenden Ausdrücke in folgende ab: 

j(<r-(r).(d,<r)[co8i(r-i-T)-h{(T-T)-((--o}cotgK<i'-i-<^)8ini(e^-t-0 

(53-) 



U: 



P = 



% 8in J (i'-T) 

{(<r»cr)-(d-d')}8ini(r+T')-|(T-.T')-(«-0}cotgi((r+cr)co8i(r+T) 



J sin \ (('- T) 

Hat man im Voraus q durch eine der Methoden der Artt. 18. oder 19. 
bestimmt, so bekommt man ti' und p' durch die Beobachtung Eines Sterns 
aus den folgenden Ausdrücken 

(t — t'— g) cosT — ((f— <r)jtg<r8inT'+ tg^ sing! 






tg<r— tgy co8(f + g) 
, (t — t'— g) sinr'-i- ((f — <f)|tg<f cosf— tgy cosgj 



(54) 



tgcT-tgy COS (T+g) 

und ti muss aus der folgenden berechnet werden, 

iy = ^ — utg 97=59 — fi'tgy cos g+p'tgy sing . . (54*) 
die leicht aus (51*) hervorgehen. 

Alle Ausdrücke dieses Artikels sind aber mehr zusammengesetzt, 
wie die der Artt. 12. und 21 ., weshalb sie sich weniger zur Anwendung 
eignen wie diese. 



§ HI 

Aowendung uod Bestimmung des dritten Systems von Reductions- 

eleroeoten. 

23. 

Im Vorhergehenden sind zwei Systeme von Reductionselementen 
eingeführt worden, nämhch einestheils /ti, m, y, i, k, c und anderntheils 



Digitized by 



Google 



474 P. A. Hansen, 

a, p, q, i, k, c, es lässt sieb aber nocb ein drittes System einführen, 
welches in vielen Fällen mit Nutzen angewandt werden kann ; dieses 
will ich jetzt entwickeln. 

Verbindet man das in dieser Abhandlung stets angewandte Ende der 
Declinationsachse und den Poi des Aequators mit einem Bogen grössten 
Kreises, nennt die Länge desselben 90^+A, und den Stunden winkel, 
unter welchem er liegt, 90® +0, so entsteht zwischem diesem Ende der 
Declinationsachse, dem Pol des Aequators und dem des Aequatoreals ein 
neues sphärisches Dreieck, in welchem die Seiten 90®+A, 90®+i und u 
sind, und den beiden erstgenannten dieser bez. die Winkel 90® + r'+m 
und 90 • — — y gegenüber liegen. Dieses Dreieck giebt die Gleichungen 

!cos A cos (Ö+y) = cos i cos {t"+ m) 
cosA sin (ö+y) = cos i cosfi sin (r'+m) — sin i sin /i 
sin A = cos i sin /i sin {t"+ m) + sin t cos /i 

welche A und bestimmen. Nennt man den dritten Winkel in diesem 
Dreieck A» so erhält man 

cos A sin A = sin fi cos (t"+ m) 
cos A cos A = — sin fi sin i sin {r"+ m) + cos fi cos i 
woraus A hervorgeht. Ich füge diesem hinzu, dass A und A immer 
zwischen den Grenzen ±90* bestimmt werden müssen, und dass dem 
zufolge 0+y und r+m immer zugleich entweder im ersten und vierten, 
oder im zweiten und dritten Quadranten liegen. 

Durch denselben Bogen 90 ®+A haben wir zwischen dem genannten 
Ende der Declinationsachse, dem Pol des Ae-quators und dem Punkt 5 
der Kugeloberfläche ein zweites, neues sphärisches Dreieck erhalten, in 
welchem die Seilen 90<>— ä, 90«-- eJund 90<>+A sind, und den beiden 
erstgenannten die Winkel 90^+0 — r und 90 <> — c — d" — A gegenüber 
liegen. Hiemit ergiebt sich also 

!cos d cos (r — 0) = cos k cos (*"+ c + A) 
cos d sin (r — 0) = cos k sin A sin {d"+ c + A) + sin ä cos A 
sin d ^ cos k cos A sin {d"+ c + A) — sin fe sin A 

wodurch r und d bestimmt werden. 

Man kann hiedurch auch die Summe der in den Artl. 3. und 5. 
eingeführten Winkel n und tt' bestimmen, denn man 6ndet leicht, dass 
der dritte Winkel in dem zuletzt angewandten Dreieck 90®+7r-|-7r' ist. 
Es wird also 



(56) 
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cos d cos (tt+tt') = cos A cos (d"+ c + A ) ) 

COS d sin (tt+tt') = cos A sin fc sin (tf "+ c + A) + sin A cos fc j ^ ^ 
welche tt+tt' geben. Auf diese Art wird die Reduction der Beobach- 
tungen durch Hülfe der vier Reductionselemente A, 6, c + A und k aus- 
geführt, welche unverändert bleiben, so lange der Stundenkreis unver- 
ändert stehen bleibt, und auf die Angabe r" zeigt, wovon aber die drei 
ersten sich mit r ändern. Man erkennt leicht die Analogie zwischen 
diesen Reductionselementen und den beim Gebrauch des Passagen- 
instruments oder des Meridiankreises vorkommenden. Es ist nämlich 
ohne Rücksicht auf das algebraische Zeichen A die kleinste Entfernung 
des Pols des Aequators von dem Kreise, den die auf der Declinations- 
achse senkrecht stehende Absehenshnie bei einer Drehung des Fernrohrs 
um diese Achse auf der Kugeloberfläche beschreibt, ist der Stunden- 
winkel , unter welchem dieser Kreis den Aequator schneidet, und k ist 
die Collimation der Absehenslinie. Das Reductionselement c + A kann 
mit der CoIHmation des Kreises am Meridiankreise gegen den Aequator 
oder den Pol desselben verglichen werden. 

Die Gleichungen (55) und (56) geben die Reductionselemente A, 6 
und A strenge aus /j , m und y, will man dieselben strenge aus a, cp' und q 
ableiten , so muss man erst durch Anwendung von [29] und (30) ^ , m 
und y aus diesen ableiten und dann sich der (55) und (56) bedienen. 
Es folgen aus denselben leicht die entgegengesetzten Gleichungen, welche 
/i, m und y aus A, und A geben, die ich aber hier weglasse. 

Da d überhaupt 90^ nicht übersteigen kann, so folgt aus den (57), 
dass bei irgend einer Angabe r" des Stundenkreises kein Stern in die 
Absehenslinie gelangen kann, dessen Dechnation grösser ist wie 

900— fc+A 
wo das obere Zeichen gilt, wenn A positiv, und das untere, wenn A ne- 
gativ ist. Es folgt ferner, dass für dieses Maximum der Declination, die 
in dieser Stellung des Stundenkreises beobachtet werden kann, 

T— = 900 oder =270« 
ist, jenachdem A positiv oder negativ ist. Jeder Stern, dessen Declination 
kleiner wie dieses Maximum ist, gelangt täglich zwei Mal in die Ab- 
sehenslinie, und für den einen dieser Durchgänge ist 

x_ö<90o oder bez. 270« 
für den andern hingegen ist 

r_ö>90o oder bez. 270 « 
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für den einen Durchgang ist feraer 

und für den andern 

d''+c + A>90« 

Man siebt hieraus, dass sehr wohl für beide Durchgänge d''+c ent- 
weder grösser oder kleiner wie 90* sein kann. 



24. 

Wenn fi so klein ist, dass man sin iU=/i und cos /i=l setzen darf, 
so erhält man folgende genäherte Ausdrtleke aus den vorhergehenden 
strengen. Die (55) und (56) geben 

(59) j A =f +/i sin (/-hm) 

( A = /* cos(t''+iw) 
wo ri wieder die Collin^tion des Stundenkreises bedeutet, und also 

ist, und aus den (57) erhält man 

L r = r'+iy-hi tg (<)"+ c) -hfe sec (*"+ c) 
^ ) ' ' ' i(r = dVc + A 

deren Identität mit den (3) und (7) leicht zu erkennen ist, die aber eine 
andere äussere Form haben. Aus (58) bekommt man ferner 
(61 ) . . . TT + 7r'= A sec {d"+ c) -I- ik tg (d"-i- c) 
welche mit der Summe aus (5) und (10) übereinstimmt. 

Wenn ausser i die Reductionselemente fi, m und t] gegeben sind, 
so erhält man B, X und A durch die (59), wenn im Gegentheil für irgend 
einen Werth von r'die Reductionselemente t, ö, A und A gegeben sind, 
so bekommt man ti , fi und m aus den folgenden 

/ fJssO T 

(62) j/isin(T"-i-m) = i— » 

(/iCOs(T''-i-m) = A 
worauf man durch die (59) zu den Werthen von 0, X und A übergehen 
kann, die irgend einem andern Werthe von /zukommen. Man kann aber 
auch bei diesem l die Berechnung von fi, m und tj vernoeiden. 

Nehmen wir an, d lesung t^ am Stundenkreise die Reductions- 

elemente 0^ , A| ui Oren , so erhält man aus den vorstehenden 

Gleichungen leicli 



Digitized by 



Google 



Theorie des Aequatoreals. 477 

^ = i + A sin «— t") + (A— t) cos «— r") j . . (63) 
A4= A cos «— t') — (A— t) sin (<— /) ) 
welche ö,, Aj und Ai unmittelbar aus ö, A und A geben. Will nian 
ce, p und q stall /i, m und ri aus A, d und A ableiten, so bekommt man 
leicht aus der Verbindung von (62) mit (36) und (37) 

^ A sin^— (X—i) cos 6] 



cos ff 



(64) 



p = A cos ö + (A— t) sin Ö 
y = — r" — a sin (p 
und hieraus bekommt man sogleich die Ausdrücke, welche die entgegen- 
gesetzte Aufgabe lösen, nämlich 

= r"+ 9 + a sin ^ \ 

A s=t — a cosy cosÖH-/) sin Ö> . . , . (65) 

A= a cosqp sin ÖH-/) cosö) 
welche ö, A und A für irgend einen Werlh von r" geben, nachdem 
a, p und q auf irgend eine der im Vorhergehenden entwickelten Arten 
gefunden worden sind. 

25. 

Wenn /ti grösser ist, als dass die Annahme sin /i = ^ und cos /i ^1 
zulässig wäre, so folgen dennoch durch Anwendung der fsben eingeführten 
Reductionselemente einfache Formeln für die Reduction der Beobach- 
tungen am Aequatoreal. Nehmen wir immer noch an, dass i und k klein 
seien, so bekommen wir aus (55) und (56) zur Bestimmung von ö, A und A 
die folgenden einfachen Formeln : 
Ig (ö+y) = cos ^ tg {t+ m) — ri sin /n sec {t"+ m) \ 

sin A = sin ^ sin (r"+ m) + ri cos ^ > (66) 

tg A = ^ /* cos {r+ m) -I- ri tg*^ cos {t+ m) sin (t"+ m) ) 
die in Bezug auf /i strenge sind, und wo r = ^^^^^ gesetzt werden darf. 
Aus den (57) ergiebt sich ferner 
lg (t— Ö) = sin A tg (*"+ c + A) + ^fc cos A sec {d"+ c + A) [ 

(y=()"+c + A— ir(fc«+A*)tg(rr+c + A) — rÄAsec(tf"+c + A)( 
die den (8) analog sind, und in deren zweiler das vorletzte Glied der 
Correction entspricht, die man an den Beobachtungen an Meridian- 
instrumenten wegen der Krümmung der Bahn der Sterne im Felde des 
Femrohrs anzubringen pflegt. 



(67) 
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Die erste Gleichung (67) ist ia Bezug auf k und A strenge, aber 
die zweite l)erücksichtigt von X keine höheren Potenzen wie das Quadrat, 
und es kann sich daher ereignen, dass sie für extreme Fälle, nämlich Tür 
die, wo bei einem grossen Werth von k der beobachtete Stern während 
der Beobachtung dem Pol des Aequatoreals sehr nahe war, nicht die ge- 
wünschte Genauigkeit giebt. Für diesen Fall zieht man aber aus den (57) 
die folgenden 

!cos d cos (r— Ö) = cos {d'"+ c + A) 
cosrf sin (r— ö) = sin k sin {d^'+c + A)+rk cos A 
sin d = cos k sin (ß"+ c + A) — rfe sin A 

die d und r stets mit aller möglichen Sicherheit geben, weil der Pol des 
Aequatoreals in denselben umgangen ist. Die Gleichungen (66) und (68} 
sind die, worauf sich die am Ende des Art. 4. befindliche Bemerkung 
bezieht. 



26. 



Durch Beobachtung von zwei Sternen bei unverändert gelassener 
Ablesung am Stundenkreise kann man vermittelst der Gleichungen (57) 
A, ö, c + A und k bestimmen. Da aber dabei die Bestimmung von k 
gemeiniglich nur unsicher ausfallt, so will ich diese Aufgabe nicht aus- 
führen, sondern k durch eine der Methoden der Artt. 9. und 10. als 
gegeben betrachten. Es sind also A, und c + A zu bestimmen. Die 
strenge Auflösung dieser Aufgabe kann genau so durchgeführt werden, 
wie die des Art. 11., weshalb ich nur die Resultate hinschreiben werde. 
Man berechnet zuerst entweder f und x oder f und y aus den folgenden 
Gleichungen 

!cos £ cos X = cos k sin {d" — d") 
cos f sin X = sin ^ cos ä (1 — cos [d"— d") ) 
sin f = sin*fe -i- cos^ä cos {d" — d") 

!cos f sin t/; = cos d sin (r — t) 
cos f cos 1/; = cos d sin d cos (t — t) — sin d cos d 
sin C = cos d cos d cos (t — t) + sin d sin d 

wo /, rf und d" für den einen Stern dasselbe bedeuten, was t, d und d" 
für den andern. Hierauf bekommt man entweder 
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. / «^^ \ ^^^ cosd cos J sin (t— fl 
^ ^ A/ "" sin ^sin J— sin d 



(71) 



oder 



.o.«(,--v)= --y.::f' (72) 

oder auch entweder 

lg (^ — X) = sin(rcos(T-<)-tgdco8(r • • • • ('3) 

oder 

ig{n"—yj)=smkigi{d"—d") (74) 

wo n^=7t+7t' ist. Man erhält auch nachdem blos x ^^^ V^ durch die 
beiden ersten (69) und (70) gerechnet worden sind 

n=x+V' . (75) 

Nachdem n berechnet worden ist, ergiebt sich k und aus folgenden 
cos k cos (t — ö) = cos k cos ;r" \ 

cos A sin (r — ö) = cos k sin ä sin 7r"+ sin k cos d' > . . . . (A) 
sin k = cos k cos d^ sin Tt" — sin ä sin d ) 

und c + A aus folgenden 

cos k cos (*"+ c + A ) = cos rf cos (r— ö) 

cos Ä sin (d"+ c + ^)^cosd sink sin (r — ö) + sin d cos A 

oder k und c + A ^us folgenden 

cos k cos (<J"+ c + A) = cos rf cos tt" 
cos k sin (^"+ c-i- A) = cos d sin ä sin tt"-!- sin d cos ä 
sin k ^ cos d^ cos k sin tt'' — sin d sin /^ 

und aus folgenden 

cos (J cos (r — ö) = cos k cos ((J"+ c + A) 

cos d sin (r — 6) = cos fe sin k sin (d"-h c + A) + sin fe cos k 

Man kann auch, nachdem tt" gefunden ist, A, ö und c + A 3uf einmal 

aus folgenden rechnen 
sin (45«-|-iA) sin -j-(c + A + ö + (J"— T) = cos(45« + i7r") sin4^((y— fc) 
sin (45ö-|-iA) cos^(c + A + ö + (J"— r) = sin {i5^ + i7r') C08^{d+k) 
cos(45<»-|-iA) sin i{c + ^ — + d"+T) = s\n (45<» + i7r") sin i{d+k) 
cos(45«-|-4^A) cosi(c-|-A — ö + rf"+r) = cos(45« + i7r") cos^ftf— fc) 

Man erkennt leicht, dass die vortheilhafleste Lage der beiden Sterne wie- 
der die ist, dass f nahe gleich Null wird, welches eine Enlfernung der 
beiden beobachteten Punkte der Himmelskugel von nahe 90^ verlangt. 



(B) 



(C) 



(D) 



(76) 



Abhandl. d. K.S. Get. «LWlMensah. IV. 
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27. 

Man erkeont schon aus der eben abgeleiteten strengen Auflösung, dass 
man k und A bestimmen kann , ohne den Stand der bei den Beobach- 
tungen angewandten Uhr zu kennen , dasselbe zeigt die genäherte Auf- 
lösung auch, die ich jetzt vornehmen werde. Wenn A und folglich auch A 
so klein sind, dass man ihre Quadrate und Producte übergeben darf, so 
geben die auf zwei bekannte Sterne angewandten Gleichungen (60) 

r—e—ksecd=kigd 

t—d—ksecd = k tgd 
woraus man sogleich 

/ww\ 2 T— t— |p secS-hk sec d 

^'') ^~ tgcT-lgd 

erhält, und da hierin nur der Unterschied der beiden Stundenwinkel 
vorkommt, so wird k unabhängig vom Stande der Uhr gefunden. Dieser 
Ausdruck für X ist dem gleich, der für die Bestimmung derselben Grosse 
beim Passageuinstrument und dem Meridiankreise angewandt wird. Die 
(60) geben femer 

^^ = d-d"^c 

aus welchen man das arithmetische Mittel nehmen kann, nachdem c durch 
die Methoden der Artt. 9. und 10. gefunden worden ist. Wenn man nicht 
A selbst, sondern nur A + ^ kennen lernen will, so ist sogleich 

A+c=d—d" 

Kennt man den Uhrstand, so kann man aus denselben Beobachtungen 
auch bestimmen, denn alsdann kann man aus den beobachteten Zeiten 
T und t berechnen, und die obigen Gleichungen geben 
,^g. |Ö = T — Äsecd— Atgd 



(78) 



(78*) 



( =<■— Äsecd — Atgd 

Hat man durch die Methode des Art. 19. ^ bestimmt^ wozu die Kenntniss 
von i erforderlich ist, die man immer mit der von c und k zugleich er- 
langen kann , so kann man auf die folgende Art berechnen, und durch 
dieselben Beobachtungen den Uhrstand bestimmen. Verbindet man die 
Gleichungen (59) mit der ersten (36) und der (37) , so findet man 

(80) e = r+ q — (A— i) tg (p cos {t+ ?)*-!- A tg V sin (t"-I- q) 
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nennt man nun die beobachteten Uhrzeiten T und T^ , die graden Auf- 
steigungen der beiden Sterne a und «^ und die Correclion der Uhr A T, 
so ergiebt sich aus (79) 

AT=a-T + ^{e + Xigd+ksecd)) 

= «,— Tj+^(ö + Atgd + fc secd)) ' • ' ^ ^ 

Alle diese Ausdrücke sind denen, die beim Gebrauch des Passagen- 
inslruments angewandt werden, analog, nur braucht hier nicht die De- 
clinationsachse, welche die Drehungsachse desPassageninslrumenls ver- 
tritt, horizontal zu sein, sondern kann jede beliebige, übrigens mögliche, 
Neigung gegen den Horizont haben. 



§. IV. 

Einftahrung von mehreren Absehenslinien , und Reduetion der an den- 
selben angestellten Beobachtungen. 



28. 

Bis jetzt habe ich angenommen, dass das Aequatoreal nur Eine Ab- 
sehenslinie habe, deren Lage gegen die Declinationsachse und den Null- 
punkt des Declinationskreises durch die Reduclionselemente c und k be- 
stimmt wurde, allein es ist jedenfalls dienlich im Brennpunkt des Objectivs 
ein solches Fadennetz einziehen zu lassen, wie das in den Meridiankreisen 
befindliche, wodurch man mehrere Absehenslinien erhHit, die man alle 
bei den Durchgängen der Sterne zur Erzielung einer grösseren Genauig- 
keit benutzen kann. Sei daher in der durch die Achse des Declinations- 
kreises und den Mittelpunkt des Objectivs gehenden Ebene in der Brenn- 
weite des letzteren Ein Faden, oder besser ein. wenige Secunden von 
einander abstehendes. Paar paralleler Fäden eingezogen, um dazwischen 
die Sterne in Bezug auf die Declination einzustellen, und senkrecht darauf 
eine ungrade Anzahl Fäden, die in passenden Intervallen von einander 
abstehen, um bei unverrticktem Stande des Stundenkreises die Durch- 
gangszeiten der Sterne zu beobachten ; diese werde ich die Stunden- 
fäden , und die Mitte zwischen jenem Paar paralleler Fäden den Decli- 
nationsfaden nennen. 

34* 
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Durch die Durchschnittspunkte der Slundenfäden mit dem Decli- 
nalioDsfaden werden eben so viele Abseheoslinien gebildet, und ich 
nehme im Folgenden an , dass man nur an diesen beobachtet habe. Ich 
setze daher voraus , dass man wahrend des Durchganges eines Sterns, 
bei welchem der Stundenkreis unverändert stehen geblieben ist, dem 
Fernrohr die kleine Bewegung um die Dechnationsachse milgetheilt 
habe, die nöthig ist, um den Stern in so weit zwischen dem Paar 
paralleler Fdden zu erhalten , dass man die Antritte an die Stundenfäden 
so betrachten kann, als wären sie genau in den oben genannten Durch- 
schnittspunkten erfolgt. Es versteht sich von selbst, dass man desto 
weniger Sorgfalt hierauf zu verwenden braucht, je genauer der Per- 
pendicularismus eines jeden Stundenfadens zum Declinationsfaden her- 
gestellt worden ist. 

Stellt man an jedem Stundenfaden , oder an mehreren derselben, 
den Stern genau zwischen die Declinationsfaden ein, und hat man in der 
Zwischenzeit hinreichende Zeit zum Ablesen des Declinationskreises, so 
kann man auch während Eines Durchganges eines Sterns mehrere Decli- 
nationsbeobachtungen erhalten. Man könnte diese Bestimmungen da- 
durch erleichtern und vervielfältigen, dass man den Declinationsfaden 
beweglich einrichtete, und mit einer Micrometerschraube versähe, worauf 
man die Durchgänge der Sterne bei auch unverändert gelassenem Decli- 
nationskreise beobachten könnte. Ich werde aber hierauf im Folgenden 
keine Rucksicht nehmen, da die hiefUr nöthige Abänderung der Formeln 
leicht zu finden ist, und bemerke nur, dass wenn bei dieser Einrichtung 
nicht alle Stundeniäden genau senkrecht auf dem Declinationsfaden stehen, 
die Reductionen mehr zusammengesetzt werden. 

Die durch den mittleren Stundenfaden bestimmte Absehenslinie soll 
die sein, worauf sich die Reductionselemente c und k beziehen, und wenn 
der Declinationsfaden in der oben bezeichneten Ebene liegt, so ist klar, 
dass c sich auch auf alle übrigen Absehensiinien bezieht. Läge derselbe 
nicht genau in der genannten Ebene, sondern machte mit derselben den, 
in Theilen des Kreisradius auszudrückenden, kleinen Winkel i\ so wäre 
für die Seitenfäden nicht c , sondern c -i- i'f das eine bestimmende Ele- 
ment, wenn fden in Theilen des grössten Kreises auf der Kugeloberfläche 
auszudrückenden Abstand des Seitenfadens vom Miltelfaden bezeichnet. 
Das andere Element, welches zur Bestimmung der durch einen Seiten- 
faden gehenden Absehenslinie erfordert wird, ist /*-|-ä. 
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Für die an der einen Seile des Mittelfadens liegenden Seitenföden 
ist f positiv, und für die an der andern Seite liegenden negativ. Um 
über das Zeichen von f zu unterscheiden richte man das Fernrohr des 
beiläufig normal aufgestellt gedachten Aequatoreals so, dass sowohl 
Stunden- wie Declinationskreis nahe Null angeben müssen, dann ist f 
positiv für die Fäden, die in der Wirklichkeit östlich, und negativ 
für die, welche westlich vom Mittelfaden liegen; dieses folgt leicht 
aus der von k im Art. 4. gegebenen Definition, und es folgt ferner 
daraus, dass jeder Faden sein auf diese Art bestimmtes Zeichen, Plus 
oder Minus, unter allen Umständen beibehält. Es wird nach dieser An- 
ordnung stets jeder Stern die negativen Fäden zuerst berühren, wenn 
d"+c + ^ zwischen ±90® liegt, und jeder Stern wird im Gegentheil 
die positiven Fäden zuerst berühren, wenn d"+c + ^ diese Grenzen 
übersteigt. 



29, 

Die Aufgabe, die auf die eben beschriebene Art angestellten Be- 
obachtungen zu reduciren, ist im Vorhergehenden vollständig gelösl, 
in so fem man jeden beobachteten Antritt an einen Stundenfaden und 
jede Einstellung und Ablesung der Declination als einzelne Beobachtung 
betrachtet, und es ist nichts weiter an den Formeln zu ändern, als 
allenthalben c + i/ statt c, und f+k statt k darin zu substituiren. Man 
muss, nachdem die Reductionen einzeln zu Ende*geführt worden sind, 
aus allen erhaltenen Werthen von r und d das arithmetische Mittel 
nehmen, welches alsdann für das arithmetische Mittel aus den Beobach- 
tungszeiten gilt. 

Allein dieses Verfahren lässt sich vereinfachen und dahin führen, 
dass man alle beobachteten Antritte an die Stundenfäden , und alle ein- 
gestellten und abgelesenen Declinationen so zu Einem Resultat ver- 
einigen kann, wie es bei den beobachteten Durchgängen am Passagen- 
instrument und am Meridiankreise gebräuchlich ist, und zwar kann dieses 
auf mehrere Arten geschehen. Wenn A sehr klein ist, so sind diese Re- 
ductionen von wenigem Belange, aber wenn dieses nicht der Fall ist, 
ein Umstand, welcher in dieser Abhandlung immer mit betrachtet wor- 
den ist, so können sie wesentlich werden. 
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30. 



Es ist von selbst einleuchtend , dass man sich in jedem Falle eine 
gewisse, durch den Declinationsfaden gehende, Absehenslinie denken 
kann , in welcher der durch das Feld des Fernrohrs gehende Stern in 
dem Zeitmoment gesehen wird , welches dem arithmetischen Mittel aus 
allen beobachteten Antritten (gleichviel ob an allen vorhandenen Stunden- 
fäden beobachtet worden ist oder nicht) gleich ist, wenn man daher im 
Voraus die Lage dieser Absehenslinie sucht, und darauf durch Hülfe der 
dieselbe bestimmenden Elemente, die ich mit K und c + t{K — k) be- 
zeichnen werde, nebst den übrigen, unverändert zu lassenden, Re- 
ductionselementen von den Ablesungen an den Kreisen des Aequatoreals 
zu T und d übergeht, so sind es schon diese, die dem arithmetischen Mittel 
aus den beobachteten Zeiten angehören. Von dieser Aufgabe werde ich 
zwei Auflösungen entwickeln. 

Wenn man r überhaupt den Stundenwinkel bedeuten lässt, welcher 
irgend einem der beobachteten Antritte an die Stundenfäden angehört, 
so findet zufolge des Vorhergehenden für jeden Fadenantritt überhaupt 
die folgende Gleichung statt, 
(81*) . sin {f+k) = — sin d sin A + cos d cos A sin (r — 0) 

die durch Multiplicationen mit cos A und sin A und Subtraction aus den 
beiden letzten (57) hervorgeht. Wendet man diese auf n Fädenantritte an, 
und nimmt aus denselben das arithmetische Mittel, so bekommt man, 
nachdem für sin {f+ k) der Bogen gesetzt worden ist, welches hier für 
alle Werthe, die f in unsern Fernröhren annehmen kann, erlaubt ist, 

fc + -^ -S/= — sin tf sin A + cos d cos A -^ -S sin (r — 6) 

Bezeichnet man das arithmetische Mittel aus allen beobachteten Stunden- 
winkeln mit 0, und den Unterschied eines jeden derselben von diesem 
Mittel mit A, so dass überhaupt 

wird, so bekommt man, weil 2h:=0 ist, 

-^ -S'sin (t— Ö) = sin (0— Ö) ~ -5'cos A + cos (0—0) -i- ^ (A — sin A) 
und die vorstehende Gleichung geht über in 

A+-^2y+cos()cosAJsin(0— Öj^^sin^iA — cos(0— Ö)^-S'(A — sinA)| 

= — sin d sin A -I- cos d cos A sin 16—0) 
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Zufolge der Definition von K ist aber die rechte Seite dieser Gleichung 
gleich sin K oder bez. gleich K, folglich ist 

Ä=fc+4--S/'+cos(JcosAJsin(©— ö)|-2"sin*iA-.cos(©— Ö)^-S'(A — sinA)j (82) 

Die Grössen sin^^^A und A — sin A kann man ein für alle Mal in Tafeln 
bringen, die A oder ^h zum Argument haben, und solche Tafeln be- 
finden sich schon von B es sei berechnet im 6. Bande der Astr. Nachr. 
Wenn daher cJund gegeben sind, so kann man durch den Ausdruck (82) 
leicht K berechnen, und damit die ferneren Reductionen statt mit k aus- 
führen. Wenn ein bekannter Stern beobachtet worden ist, so ist d un- 
mittelbar gegeben, und & lässt sich leicht berechnen. Sei die grade 
Anfsteigung dieses Sterns a, die Cörrection der nach Stemzeit gehenden 
Uhr AT, und die beobachteten Zeitmomente der Fädenantritte T, T|, etc., 
dann sind die dazu gehörigen Stundenwinkel 

T=i5(r-i.Ar— a) 

T,=15(T,-|.Ar~a) 
etc. 



und hieraus folgt 
worauf man 



etc. 

bekommt. Wenn es ein unbekannter Stern ist, welchen man beobachtet 
hat, dann kann man zwar d durch die vorhergehenden Formeln immer 
noch mit einer hinreichenden Genauigkeit erhalten, aber die hinreichend 
genaue Bestimmung von verursacht, namentlich in den Fällen, wo der 
beobachtete Stern dem im Art. 23. erklärten Maximum der Declination 
nahe liegt, oft Schwierigkeiten, weil sie wesentlich mit von K abhängt. 
Diese Methode K zu finden lässt daher in der Anwendung manches zu 
wünschen übrig. Es giebt indess einen ausgedehnten Fall , in welchem 
man sie bequem anwenden kann, und dieser ist derjenige, wo k so 

• klein ist, dass man fUr die Bestimmung von K mit der ersten Potenz da- 
von ausreicht. Die Gleichungen (60) geben in diesem Falle 

— e = ktgd + Käecd 

^ und hiemit geht (82) über in 
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k 4- —2/4- X Sin (f — 2" sin'iÄ - cos (f 4- ^ {* - sin *) 
(83) . . K= ' ^— ä ; — 

in welcher häufig der Nenner gleich Eins gesetzt werden kann. Zufolge 
des An. 24 ist A = t + ^ sin (r'+m) 

in welchem Ausdruck man für den jetzigen Zweck i immer wird über- 
gehen können. 



31. 

Die zweite Auflösung der in Rede stehenden Aufgabe, die ich jetzt 
entwickeln werde, ist von den Stundenwinkeln selbst unabhängig, und 
verlangt nur deren Unterschiede, die durch die Beobachtungen der Fäden- 
antritte unmittelbar gegeben sind. 

Wenden wir die Gleichung (81*) auf die beiden durch K und /4-k 
bestimmten Absehensh'nien an, und schreiben zur Abkürzung (o und Jl 
bez. für T — und — ö, so entstehen 

sin K ^ cos k cos d sin J2 — sin A sin (J 
sin (/*+ k) := cos k cos (J sin w — sin A sin d 
Diese geben durch Addition und Subtraction, und wenn man für sin£ 
und sin (/*+ k) die Bögen setzt, welches hier erlaubt ist, 
, . ( f-hk-hK-h^ sin A sin (J = 2 cos A cos d sin 4- (co+ J2) cos 4- (w — Jl) 
\f+k—K = 2 cos X cos d cos ^{(o+Jl) sin i^{(o—Jl) 

Wenn man hieraus fo-4-J2 eliminirt, so erhält man zur Bestimmung von JT 
die folgende quadratische Gleichung, 
(85)ä:*— Sl{/4-*— 2(/4.*) sin*4(cü— fl)— 2sindsinAsin*4(w— fljJÄT 

+ (/4-Ä)^— 4{cos(d+A)cos(<J-A)— (/+i)sin<JsinA}sin*i(cü— ß)+4cosMcos*Asin*i(^^ 
deren Auflösung 
Ä = /•+ fc — 2 (/+fc + sin d sin A) sin ^ {(o—Jl) 

± sin {(0—J2) y cos ((J-hA) cos {d—X) —2 (/4-ft) sin (T sin A — (/4-Jk)* 
giebt. Nennen wir nun die in Bogenlheile verwandelten Zeitmomente 
der n verschiedenen, beobachteten Fädenantritte w, w^, etc., so ist 

J2 = — (w + fo, + etc.) 



und es wird 



h = (0 — Jl 

Aj= cöj — Jl 

etc. 
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wo A , Aj , etc. dieselbe Bedeutung haben wie im vor. Art. Mit Ueber- 
gehung der Summen 

l-S'/'sin^iA, -^-S^sinA, etc. 
die nie merklich werden können , giebt nun die obige Gleichung für K, 
K^h + ^Sf— sin d sin X - -S'sin^iA 

4-Vcos((y-hA)cos(()-A)4^(A-sinA)-h^ --^^y^^"\ . —Sfsmh (86) 

und es ist leicht zu erkennen, dass in diesem Ausdruck die oberen 
Zeichen angewandt werden müssen, wenn d^'+c + A zwischen ±90® 
liegt, die unteren Zeichen hingegen, wenn (J^'+c + A diese Grenzen 
übersteigt. 

Die Grösse /'sin A kann für jedes gegebene Aequatoreal ein filr alle 
Mal , und für so lange als nichts an den Stundenf^den geändert wird, 
in Tafeln mit dem Argument A oder -^h gebracht werden. Diese Art 
Kz\x finden setzt, wie man sieht, nur d als bekannt voraus, und diese 
Grösse kann man immer leicht mit hinreichender Genauigkeit im Voraus 
berechnen, wenn es sich nicht etwa um einen bekannten Stern handelt, 
in welchem Falle ö unmittelbar gegeben ist. 



32. 

Im Vorhergehenden ist blos gezeigt worden, wie man K findet, 
und es ist daher noch übrig anzugeben , wie man die in den verschie- 
denen Absehenslinien eingestellten und abgelesenen Declinationen auf 
die Ablesung hinführt, die in der durch JT bestimmten ^bsehenslinie 
statt findet. Wenn l klein ist und der Stern dem Maximum der Decli- 
nation nicht nahe ist, dann kann diese Reduction zwar durch die oben 
entwickelten Ausdrücke ausgeführt werden, aber wenn X nicht klein ist, 
und der Stern dem Maximum der Declination nahe ist, so kann es sich 
ereignen, dass die sonst dazu anwendbaren zweiten Ausdrücke (8) oder 
(67) nicht ausreichen. 

Die auf beide Absehenslinien angewandte dritte Gleichung (57) 
giebt, wenn man die zu der durch K bestimmten Absehenslinie gehörige 
Ablesung am Declinationskreise mit D" bezeichnet, 

sin (J= cos K cos X sin (Z)"+ c^^i {K — k) + A) — sin K sin X 
sin (Ja cos (/+ft) cos X sin (*"+ c + t/-!- A) — sin (f+A) sin X 
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und hieraus bekommt man zuerst, wenn man nur auf die Quadrate von 
K und f+ k Rücksiebt nimmt, 

sin (DV c + 1' (Ä— Jk) + A) — sin ((r+ c + iY+) = A 

_(/*+fc_^)tgA-irj(f+fc)«-JPjsin((r+c + iY+A)' 
wo wie oben ^= jöeiei" gesetzt werden darf. Aus dieser Gleichung be- 
kommt man auf bekannte Art, wenn man fortwährend von den eben ge- 
nannten Grössen die Potenzen, welche die zweite übersteigen, weglässt, 
(87) D''=rd^+t'(/'+fc-ir)-(/4.fc-Ä) lg A sec ((TVc + fY+A) 

+4-r(/'+Ä-jr)«tg'AsecV'+^+«T+A)lg(^+c+i7+A 
-ir i (r+ftf-lT^j tg {d"+c + tf+A) 
wodurch die Reduction der Ablesungen am Dech'nationskreise immer 
sicher ausgeführt werden kann. In den Fällen, in welchen man einen 
hinreichend genäherten Werth von If im Voraus kennt, kann diese 
Gleichung auch wie folgt geschrieben werden, 
(88) D'= (T + 1 if-hk-K) - if-hk^K) tg A sec | i (Z)"+ O + c + A } 

-ir\{f+kY-K'\ig[i{D'+d^)+c+A\ 
Es lässt sich für diese Reduction noch ein anderer, von den 
Zwischenzeilen der Beobachtungen abhängiger, Ausdruck ableiten. 
Durch Multiplicalionen mit sin A und cosA, und durch Additionen und 
Subtractionen erhält man aus den, auf beide im Vorhergehenden be- 
trachteten Absehenslinien angewandten , Gleichungen (57) 
cos K cos (/)"+ c + t [K—k] + A) = cos (J cos J2 
cos K sin (Z)"+ c + 1' {K—k) + A) = cos J sin A sin */2 + sin e> cos A 
sin K = cos d cos A sin J2 — sin ä sin A 

cos (/*+ k) cos (d^'H- c + i/+ A) = cos d cos (o 
cos (/*+ k) sin (d^ -H c + fY+ A) = cos e> sin A sin o» + sin d cos A 
cos (/*+ k) = cos d cos A sin o» — sin d sm A 

Durch Multiplicalionen und Additionen dieser Gleichungen unter ein- 
ander ergiebt sich leicht 

cos K cos (fc+/) cos (D"— (f— i {f-hk—K)) + sin K sin (f+fc) = 

cos^d cos (ft> — Jl) + sinM 
woraus durch Einführung der Sinusse der halben Winkel 
cosÄcos(/'+fc)sin*i(Z)''-(r-f'(/*+ft-Ä)) = sin^i((ö-J2)cos*(J-sin*i(/'4-*^ 

folgt. Aus dieser zieht man leicht 
(89)/y'=d'+t'(/'4-Ä-Ä:)q:2l/T^^si^^ 
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in welcher cd und Jl dieselbe Bedeutung haben wie im Art. 31 . Voraus- 
gesetzt dass A>i(/4-Ä+JSf) ist, folgen durch Vergleichung mit (87) und 
(88) für die Anwendung der doppelten Zeichen folgende Regeln. 

1) Wenn *Vc + A<90<> ist, 
so muss das obere Zeichen angewandt werden, wenn A und /+ft — K 
gleiche, und das untere, wenn diese beiden Grössen ungleiche 
Zeichen haben. ^^ ^^^^ d^+c + A>90o ist, 

so muss das obere Zeichen angewandt werden, wenn A und f+fc — K 
ungleiche, und das untere, wenn diese beiden Grössen gleiche 
Zeichen haben. 

Dieser Ausdruck (89), welcher wenn l gross ist, für Sterne, deren 
Declination dem im Art. 23. erklärten Maximum derselben nahe ist, sehr 
leicht und sicher angewandt werden kann, verliert jedoch seine An- 
wendbarkeit, wenn l klein ist, oder der Stern von diesem Maximum 
weit entfernt ist. 

33. 

Das im Vorhergehenden entwickelte Verfebren zur Reduction der 
verschiedenen , bei einem und demselben Durchgange eines Sterns er- 
haltenen Zeitmomente und Ablesungen am Declinationskreise ist, wenn 
ein unbekannter Stern beobachtet worden ist, strenge genommen in- 
direct, da es wenigstens die Declination d verlangt, die erst nach den 
übrigen Reduclionen erhalten wird. Wenn gleich in fast allen Fällen ein 
hinreichend genäherter Werth von d ohne grosse Mühe erlangt werden 
kann , so ist es doch wünschenswerth eine directe Methode zu besitzen, 
und ich werde daher hier eine solche entwickeln, die leicht aus den 
schon abgeleiteten Gleichungen erlangt werden kann. Diese Methode 
führt auf folgende Vorschriften zur Reduction der Beobachtungen. Ver- 
mittelst der Ablesung am Stundenkreise r und der an irgend einer der 
Absehenslinien eingestellten und abgelesenen Declination, die ich ^ 
nennen will, führt man die Reduction durch irgend ein System der dazu 
passenden, im Vorhergehenden entwickelten, und auf nur Eine Ab- 
sehenslinie sich beziehenden Gleichungen vollständig aus , so dass man 
einen Werth von t und d erhält. Ausser den übrigen Reductionselementen 
müssen natürlich hiebei die Reductionselemente angewandt werden, die 
sich auf dieselbe Absehenslinie beziehen, die man stets kennt, und die 
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ich mit k^ und o + i^fc^ — k) bezeichnen will. Es ist klar dass h^ einem 
der vorhandenen Wertbe von f+k gleich ist. Es ist femer einleuchtend, 
dass diese Werthe von r und d der an derselben Absehenslinie be- 
obachteten Durchgangszeit co^ angehören. Nachdem diese Reduction aus- 
geführt ist, reducirt man alle übrigen beobachteten Durchgangszeiten 
auf das Zeitmoment o^, und nimmt aus allen so erhaltenen Zeiten das 
arithmetische Mittel , und dasselbe führt man in Bezug auf die übrigen 
eingestellten und abgelesenen Declinationen aus. Die Vorschriften fUr 
den letzten Theil dieses Verfahrens müssen noch entwickelt werden. 

Da man zufolge der vorstehenden Erklärungen, wenn man dahin 
kommt, dass die Reduction der Durcbgangszeiten voi^enommen werden 
muss, schon die zum Zeitmomenl co^ gehörigen Werthe von r und i kennt, 
so kann man aus der zweiten Gleichung (84) schon eine Reductionsformel 
für die obigen Durchgangszeiten ableiten. Schreibt man in dieser k^ statt £, 
(Oq statt Jl , und lässt überhaupt co irgend eine der beobachteten Durch- 
gangszeiten bedeuten , so bekommt man sogleich 

(90) . . smii»>-<.,)= ,^^^/,^l;^l^Zeiu^-^.)l 
welche in den Fällen abwendbar ist, in welchen man im Nenner den 
beobachteten Werth von (o — ro^j substituiren darf. In den Fällen aber, 
in welchen diese Reduction die grOssten Werthe erhält, das ist in den 
Fällen, wo die Declination des beobachteten Sterns dem Maximum der- 
selben nahe ist, kann d^ese Anwendung des beobachteten Unterschiedes 
der Durchgangszeiten misslich werden, weil er nicht mit grosser Ge- 
nauigkeit zu erlangen ist, und zugleich r — ö in der Nähe von 90^ oder 
aiO^ liegt. Der obige Ausdruck bietet daher nur eine beschränkte An- 
wendung dar. 



34. 

Um andere Ausdrücke für die in Rede stehende Reduction zu erhalten 
nehme ich die Gleichung (85) vor, und ordne sie in Bezug auf co — co^* 
Sie stellt sich dadurch wie folgt : 

SB 4 cos V cos^A sin ^4- (w — ©J 

— 4{cos(er+A) cos(d— A) — {f+k+k^) sind sink— {f+f^)K\ sin*i(a>— a>o) + (/+i— *bf 
welche, wenn man k und k^ gleich Null macht, dieselbe ist, die ich 
schon im 6. Bande der Astr. Nachr. für die Reduction der an ver- 
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schiedenen Fäden beobachteten Antritte der Sterne bei den Breiten- 

bestimonungen durchs Passageninstrument entwickelt habe. Setzt man 

zur Abkürzung a = cos d cos X 

b = sin d sin X 

A= cos (d+A) cos (d— A) = a*— 6* 

so wird diese Gleichung 

und man zieht zuerst die folgende daraus, 

sini(a>-a>,)=-h ^ ^^^7*^' , ^ . . (93) 

WO auch im Nenner der beobachtete Werlh von w — w^ angewandt wer- 
den darf, und mit weit mehr Sicherheit geschehen kann wie in (90), weil 
hier nur das Quadrat davon vorkommt, während dort in den kritischen 
Fällen die erste Potenz davon zur Geltung kommt. Durch die strenge 
Auflösung der Gleichung (9S!) bekommt man die folgenden Formeln, 

Sini(a>-a>,)=+ . "^^"*-> ^ . . (94) 

wo der Hülfswinkel x aus dem folgenden Ausdruck berechnet werden 

Ich ftlhre noch an, dass in allen diesen Ausdrücken wie oben r= 555^^5^ 
ist. 

35. 

Man wird selten oder nie in die Veranlassung kommen von den 
eben entwickelten strengen Ausdrücken Gebrauch machen zu müssen, 
sondern fast immer mit den ersten Gliedern einer Reihentwickelung aus- 
reichen, ich werde daher diese suchen. Man kommt auf eine einfache 
und regelmässige Form der Coefficienten der unendlichen Reihe, wenn 
man nicht sin-|-((o — co^) sondern sin(a) — co^) entwickelt, setzt man zu 
diesem Zweck 4 si^*^ (^ - «0) = y ^^^^ 

so wird die quadratische Gleichung 

Setzt man femer sin* (w — w^) = 2* ^5^=^ 
so bekommt man ^t *, ^2 (fl^-*»)* 
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und es ist % in eine nach den aufsteigenden Potenzen und Producten 
von g und \ fortschreitende Reibe zu entwickeln. Differentiirt man die 
vorstehenden Gleichungen mehrmals, und setzt nach den Differentiationen 
^=0 und fto^=^> ^^ bekommt man leicht die folgenden Gleichungen, 

etc. 

etc. 
etc. 






^ ~ dg dg' '^^d^ %A dg 

_d^__id^d^ q/^V. j_d^y }_^ J./^V 
^ dflr* ~ * dflr d^« "" ^ V<«^«^ "■" + dfy* ~ .4 d^ ~ il W 

etc. 
d'g ^^ *L -u X <^*y .1. JL 

^dÄc^döT — dflf d*o "*" * d*o «'fl' 4^ 

d'j> od» d*j> d*z d% . d*y 4 dy .. J_ ^ 

^dfc^dflr*" dg dk^dg dg* dk^'^ ^ dk^df %A dk^'^ A dg 

etc. 

^ d*o* — KdkJ^^dk^* kA 

etc. 
und hieraus durch eine leichte Elimination 
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^i/*o+[S + Ä]^i^'*o + etc. 



^.r»V + etc.j (96) 



Ich habe hier mehr Glieder wie nöthig werden entwickelt um ihre 
einfache Form zu zeigen; man wird fast immer mit dem ersten oder den 
beiden ersten Gh'edern ausreichen , und kann in den meisten Fällen für 
sin (« — Wq) den Bogen setzen , in welchem Falle der allgemeine Factor 
r der rechten Seite weggelassen werden muss. 

In den Fällen wo A sehr klein ist, kann man den obigen Ausdruck 
noch auf eine andere Art abkürzen. Erwägt man dass 

A = cos (*+A) cos (d— A) = cos'cJ— sin'A 
ist, und behält nur die Glieder niedrigster Ordnung bei, so wird 

sin{a>-.,):=±^J^'l\i^^, + ^Jl^r{g+K)] . . (97) 

Durch die Ausdrücke (93), (94), (96) oder (97) kann man alle beobach- 
teten Fädenantritle so auf den zur Zeit coq gehörigen , fUr welchen man 
schon T und d aus r und &^ durch Hülfe von k^ und der übrigen Re- 
ductionselemente berechnet hat, reduciren wie man am Passageninstru- 
ment oder am Meridiankreise die Antrittszeiten an die Seitenfftden durch 
den Ausdruck fsec d auf den Mittelfaden zu reduciren pflegt.*) Man 
findet in der That aus allen eben entwickelten Ausdrücken, wenn man 

A SS macht, 

sin (co — (Oq) = + r (9 — k^) sec d 



*) Um zu zeigen , wie kleine Werthe von X schon bei Beobachtungen am Pad-> 
Sageninstrument oder am Meridiankreise auf die Reduction der Durchgänge des 
Polaris auf den Ifittelfaden merkliche Wirkung Sussem, will ich annehmen , dass 
die Entfernung zweier Seitenf^den vom Mittelfaden ±40', und die kleinste Entfer- 
nung der senkrechten Absehenslinie vom Pol des Aequators 8* beträgt. Dieses sind 
Grössen die in der Praxis oft vorkommen. Setzt man nun ^^,=0 , ^=±1 o', ^=30", 
d=B88<^ 32', so giebt die Gleichung (97) für die Zeitintervalle, die ein Stern, dessen 
Declination sehr nahe die des Polaris ist, gebraucht um von diesen SeitenfSden an den 
Mittelfaden oder umgekehrt zu gelangen, 

86" 6', 6 und 86" 5% 6 
also schon einen Unterschied von einer ganzen Zeitsecunde, wShrend diese Intervalle 
einander gleich sind wenn ^=0 ist. 
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36. 



Es ist noch übrig zu zeigen , wie unter den gegenwärtigen An- 
nahmen die an andern Absehenslinien, wie die wozu k^ gehört, ein- 
gestellten und abgelesenen Decünationen reducirt werden müssen. Es 
ist leicht zu finden, dass die obigen zu ähnlichem Zwecke entwickelten 
Ausdrücke (87), (88) oder (89) nach einer kleinen Abänderung auch 
hiezu dienen. Bezeichnet man vorzugsweise die schon als berechnet 
angenommene, aus r" und d^ hervorgegangene Declination mit d^, und 
irgend eine der aus den Einstellungen an den übrigen Absehenslinien 
sich ergeben(Jen Declinationen allgemein mit d, bezeichnet man femer 
die dazu gehörige, auf die Absehenslinie für welche k^ gilt, reducirte 
Ablesung mit D\ so darf man in jedem Falle die Gleichung 

als strenge geltend annehmen, und hiemil folgt leicht aus (87) 

(98) d=ä,+df'-d;+t{g-k,)-{g-k,) IgAsec (()"+c + A) -ir((/*-V) tg((rH- 

+ ir((/— fcJ2tg2^sec»(()^+c + A)tg(()"+c + A) 
aus (88) 

(99) (J=ey,+(J"_(}j;+i ((,-*,)- {g-k,) tgA sec {i {d;+d^') + c + AI 

-ir((/^-V)tgli(();+0+^ + A} 
und aus (89) 



(100)(y=(ro+(J'-(5'o+iV*o)=F2}/^|7S'ni(«-^^^ 

Für jede Beobachtung bekommt man auf diese Art einen Werth von d, 
und aus allen diesen nebst d^ muss man das arithmetische Mittel nehmen. 
Wenn am Mittelfaden die Durchgangszeit sowohl wie die Declination 
beobachtet worden ist, so ist es vortheilhaft k^ für diesen Faden gelten 
zu lassen, und also kQ=k zu setzen. Aber wenn k klein ist, so darf man 
sich erlauben k^^^O zu setzen, wodurch die Rechnung vereinfacht wird, 
indem nicht nur in den Reductionsformeln für die Fädenantritte und die 
Declinationen mehrere Glieder wegfallen, sondern auch bei der Re- 
duction von r" und d^ auf t und dg in den betreffenden Ausdrücken k^O 
gesetzt werden muss, wodurch diese sich auch vereinfachen. Es 
kommt dieses Verfahren nämlich auf dahin hinaus, alle Beobachtungen 
auf die auf der Declinationsachse senkrecht stehende Absehenslinie 
zu reduciren. 
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• §. V. 

Von der Wirkung der Biegung, der Strahlenbrechung und der 
Excentricität des Fernrohrs 

37. 

Ich komme jetzt auf ein Reductionselemeot, welches ich im Vor- 
hergehenden gänzlich unberücksichtigt gelassen habe, auf die Biegung. 
Ich betrachte blos die Biegung des Femrohrs, in welcher aber eine 
etwanige Biegung der beiden Kreise oder ihrer Alhidaden inbegriffen 
sein kann , da diese in demselben Sinne wirkt wie jene. Die Biegungen 
von Achsen u. s. w. des Aequatoreals lasse ich unberücksichtigt, da 
diese durch zweckmässige Anordnung der einzelnen Theile und ihrer Ge- 
gengewichte immer aufgehoben werden können. Auch das Femrohr und 
seine Verbindung mit der Declinationsachse kann so eingerichtet wer- 
den, dass laterale Biegungen nicht vorhanden sein können, und nur die in 
der Richtung des Verticals, in welchem sich das Fernrohr grade befindet, 
wirkende übrig bleibt. Auch in Bezug auf diese kommt es nicht auf die 
absolute Biegung der beiden Bohrenden an, sondem nur auf den Unter- 
schied derselben , welcher, wenn er nicht Null ist, doch stets klein sein 
wird. Die Wirkung der Biegung geschieht also in demselben oder im 
entgegengesetzten Sinne wie die der Strahlenbrechung, und hierin liegt 
ein bisher, wie es scheint, übersehenes Mittel zur einfachen und leichten 
Berücksichtigung derselben, da die Strahlenbrechung doch jedenfalls bei 
der Reduction der Beobachtungen berechnet werden muss. 

Die im Vorhergehenden entwickelten, einfachen Formeln für die 
Reduction der mit einem Aequatoreal angestellten Beobachtungen, und 
die zur Berechnung der Reductionselemente, würden durch unmittelbare 
HinzufUgung der die Wirkung der Biegung ausdrückenden Glieder ihre 
Einfachheit verlieren, und ihre Anwendung würde mühsam werden, man 
vermeidet aber diese Weitläuftigkeiten , wenn man in Folge der obigen 
Bemerkung die Biegung des Fernrohrs mit entgegengesetztem Zeichen 
der Strahlenbrechung hinzufügt, und rückwärts auf dieOerter derSteme 
überträgt. Für die Strahlenbrechung nehme ich die oft angewandte Form 
^tgz an, wo z die Zenithdistanz bedeutet, und q in derThat eine Function 
von z ist, sich aber nur wenn z gross ist, merklich ändert. Die Biegung 
ist dem Sinus der Zenithdistanz proportional, und soll daher durch /? sin z 

Abhtndl. d. K. 8. Ges. d.Wissenscb. IV. 35 
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ausgedrückt werden. Der CoefßcieDt ß kann für Ein Aequatoreal positiv 
und für ein anderes negativ sein , je nachdem das eine oder das ancftre 
Ende des Fernrohrs dasjenige ist, welches sich am Meisten biegt. Das 
eben angenommene Gesetz der Biegung wird stets ohne merkUchen 
Fehler vom Zenith bis zu einer gewissen Grösse der Zenithdistanz 
statt finden , sollte es aber für grössere Zenithdistanzen nicht mehr aus- 
reichen, so ist kein Hindemiss vorhanden, um /? gleichwie (> als eine 
Function von z betrachten zu können ; diese Function muss in diesem 
Falle durch Anwendung der bekannten Interpolationsmelhoden auf die 
Beobachtungen bestimmt werden. 

Bezeichnen wir nun überhaupt die Veränderung einer Grösse durch 
ein derselben vorgesetztes A» dann ist, wenn man von den wahren zu 
den scheinbaren Oertern übergeht, 

A^J = — (> *g ^ — ß sinz 
Nennt man aber die in Zeil ausgedrückte grade Aufsteigung eines Sterns 
a, seine Declination wie oben d, und den Winkel am Stern zwischen 
dem Yertical- und dem Declinalionskreise e, so ist 
16A«cos*= — A^ ßio € 
A* = — A^cosf 

und ausserdem 

sin z sin ^s=sin iy 

sin z cos f^ cos i; cos(d+f) 

cos z = cos )y sin (^+f) 
wo die Hülfswinkel r^ und ^ aus folgenden Ausdrücken berechnet werden 
müssen, / cos iy cos f == sin y 

(<01) jcosi; sin ;=BCOS9)Cosr 

\ sin 1^ ^ cos (f sin t 

qf die Polhöhe des Beobachtungsorts, und rwie oben der Stunden winket, 
oder wenn man mit T die Stemzeit der Beobachtung bezeichnet, 

(102) r = 15(r-a) 

ist. Hieraus ergiebt sich leicht 

A* = Q cotg ((^+ f) +ß cos ri cos ((J+f) 
Den Coefficienten (> geben mehrere Strahlenbrecfaungstafehi unmittelbar, 
und die Hülfsmittel ti und i kann man für jede gegebene Polhöhe in ein- 
fache Tafeln bringen die x oder ^r zum Argument haben. 
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38. 

Maa darf annehmen, dass für ein gegebenes Aequatoreal ß, so lange 
man nichts am Fernrohr hindert, sich auch nicht ändert, und kann daher 
die Bestimmung dieser Grösse mit der ersten Bestimmung oder den ersten 
Bestimmungen der Reductionselemente /i, m und 9;, oder A, und A 
zugleich ausfuhren. Hat man diese durch irgend eine der in dieser Ab- 
handlung entwickelten Methoden vermittelst der Beobachtung bekannter 
Fixsterne bestimmt, so wird man vermöge der Ausdrücke (101), (102), 
(103) dieselben in Function von ß erhalten haben, indem die in diesen 
Methoden vorkommenden Grössen r, d, t, d vermöge dieser Ausdrücke 
zu Functionen von ß gemacht worden sind. Sind nun für diese Bestim- 
mungen eine mehr wie hinreichende und nöthige Anzahl von Sternen in 
möglichst verschiedenen Zenilhdistanzen gewählt worden , so kann man 
daraus den Werth oder die Werthe von ß berechnen. Am einfachsten 
wird diese Bestimmung, wenn man die dazu dienlichen Sterne in der 
Nähe des Meridians beobachtet, indem die Bestiinmung von ß sich als- 
dann fast nur auf die Vergleichung der durch das Aequatoreal erhaltenen 
Declinationsunterschiede mit den wahren reducirt. 

Ich mache noch darauf aufmerksam, dass alle in dieser Abhandlung 
entwickelten Bestimmungen der Reductionselemente ^, m, 1;, i, fc, c, 
oder a, p, q, i, k, c, oder A, ö, A» * durch terrestrische Gegenstände, 
CoUimator und Niveaus, so wie die im Art. 10. erklärte Bestimmung von 
i, fc, c durch cölestische Beobachtungen unabhängig von der Biegung 
des Femrohrs erlangt werden, oder mit andern Worten, dass die Biegung 
des Fernrohrs keinen Einfluss auf die durch diese Methoden erlangten 
Resultate hat. 

39. 

Auf die im Vorhergehenden entwickelten Methoden zur Reduction 
aller, während des Durchganges eines Sterns beobachteten, Fädenantritte 
auf Ein Moment übt die Strahlenbrechung eine Wirkung aus, die unter 
Umständen sehr merklich werden kann, und daher rührt, dass eben 
wegen derselben die Unterschiede der Stunden wiukel co — w^j nicht der Zeit 
proportional sind; der Strahlenbrechung wegen bedürfen ebenfalls die auf 
Ein Moment reducirten Declinationen einer kleinen Verbesserung. 

Nehmen wir um jene Wirkung zu entwickeln die Gleichung (96) 
vor, und stellen sie wie folgt, 

35^ 
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sia («- «o) — ■+■ -—^"—'''-' 



r{g-h.)H 



|/co8((r+A)(co8<r-A) 

wo also £r die Summe der unendlichen Reibe dieser Gleichung bedeutet. 
Da H immer sehr nahe gleich Eins ist, so darf man sie bei den folgenden 
Entwickelungen unberührt lassen, und es reicht bin die übrigen ver- 
änderlichen Grössen zu betrachten; es wird sich übrigens zeigen, dass 
das Resultat wenigstens näherungsweise auf fl ausgedehnt werden kann. 
Ich bemerke, dass der obige Ausdruck, so wie die übrigen Aus- 
drücke für cö — cöjj verlangen , dass man für i die scheinbare, von der 
Strahlenbrechung afScirte Declinalion des Sterns in sie substituire, und 
dass sie darauf, indem sie co — w^ bestimmen, den Unterschied zwischen 
den gleichfalls von derStrahlenbrechung afßcirten Stundenwinkeln geben, 
unter welchen sich der Stern in den beiden Absehenslinien befand. Dieser 
Unterschied ist aber wegen der Strahlenbrechung nicht der Zeit pro- 
portional, die der Stern gebraucht hat um ihn zu durchlaufen. Nennen wir 
diese Zeit t, und die Wirkung derStrahlenbrechung auf den Stundenwinkel 
Ar, wo unter x entweder das Mittel aus den beiden Stundenwinkeln ver- 
standen werden kann, in welchen sich der Stern in den beiden Absehens- 
linien befand , oder einer dieser Stundenwinkel selbst, und nehmen wir 
nur auf die erste Potenz der Strahlenbrechung Rücksicht, welches stets 
ausreicht, so ist ^^^^^i^t(i + ^) 

Schreiben wir ferner in den Ausdrücken für w — oo^, i + Ad statt d, wo 
Ad die Wirkung der Strahlenbrechung auf die Declination bedeutet, so 
dürfen wir in denselben unter d die Declination verstehen, die ohne 
Rücksicht auf die Strahlenbrechung statt findet, und es ist klar^ dass beides 
Ar und Ad die Zeichen bekommen müssen, die statt finden, wenn man 
von den wahren zu den scheinbaren Oertem übergeht. Substituiren wir 
nun diese Ausdrücke in den obigen Ausdruck für sin (cd — co^) , so wird 

und wenn man diesen entwickelt, bei der ersten Potenz der Strahlen- 
brechung stehen bleibt, und auch das Product von sin^15f m die 
Strahlenbrechung übergeht, so ergiebt sich 
(104) .... sin15f = -h , riff^kjPB 

^ — /cos (cT+il) cos {i^X) 

WO //_ I .. ^At sin J cos «r .. 

^ ~ iU ^ cos (J+A) cos (Ö-X) ^" 

is(. 
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40. 
Aus den AusdrückeD (103) folgt 



sin (<y+0 C08<f 

A(J=— (>COtg((r-|-g) 

dAt _ _ sin J^ ^y'i? 

dt ~ "sin((f+f)co8(r PsinV+ö 

Substituirt man diese in den eben fUr F gefundenen Ausdruck, so be- 
kommt man nach einer leichten Keduction 

^ ^^Pr^cos(<r+z)co9(cr-;t} ^8in«(cr+f)) ' • ^^"^i 
Bis zur Zenithdistanz von &0^ bis 70 <^ herab kann man, ohne merklichen 
Fehler befürchten zu müssen , in bei Weitem den meisten Fällen, in die- 
sem Ausdruck log ^ _ 6,4380 —10 

annehmen, und Tür grössere Zenithdistanzen ist q kleiner. Man sieht aus 
diesem numerischen Werth, dass der Factor F nur dann merkliche Wir- 
kuhg äussern kann, wenn in dem Ausdruck (105) desselben die Divisoren 
klein werden, ohne dass zugleich die Zähler klein oder kleiner sind. 
Wenn nicht der Winkel X über die Maassen gross ist, welches einen 
wenigstens eben so grossen Werth von fi bedingt, so kann das vorletzte 
Glied in (105) nur in ganz besonderen Fällen so gross werden, dass es 
merkliche Wirkung äussern könnte, weil sin^A im Zähler desselben vor- 
kommt. Man wird aus diesem Grunde dieses Glied in den meisten Fällen 
übergehen können. Dieses vorausgesetzt sei 

t«'/' = iSTO) (^06) 

dann wird 

F=1 + (>sec^ ...... (105*) 

Diesen einfachen Ausdruck habe ich schon im zweiten Bande der 
Astr. Nachr. unter andern abgeleitet. 

Da zufolge des eben entwickelten Ausdrucks von F der Winkel X 
keine oder doch nur geringe Wirkung in dieser Reduction äussert, so 
kann man die Wirkung der Strahlenbrechung auf a> — w^ überhaupt da- 
durch berücksichtigen , dass man in der Gleichung (96) allenthalben 

P{g — K) statt g — k^ 
schreibt. 
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41. 

Die an die verscbiedeuen, bei Einem Durchgänge eines Sterns er- 
langten, Werthe von d wegen der Strahlenbrechung anzubringende Ver- 
besserung kann auf die Grösse ^(w — «o) beschränkt werden, und aus 
dem Ausdruck (103) für Ad findet man leicht, wenn man diese Ver- 
besserung mit [d) bezeichnet, 

(107) . . (*) = Ps^lj;:fö("-'»o)=('ii^(«--«) 

Wenn der beobachtete Stern dem Horizont nicht gar zu nahe ist, 
so kann man während des Durchganges eines Sterns F sowohl wie -J^ 
jedenfalls constant annehmen, und für den Stundenwinkel berechnen, 
welcher dem Durchgange ded Sterns durch den Mittelfaden entspricht. 
In der Nähe des Horizonts aber, wo diese Annahme wohl eine Ausnahme 
erleiden könnte, sind wiederum sowohl die Strahlenbrechung selbst wie 
die Beobachtungen so unsicher, dass es sich wohl nicht der Miihe lohnen 
möchte davon abzugehen. Während eines solchen Durchganges sind 
daher immer noch die in Betracht kommenden Unterschiede der Stunden- 
winkel den entsprechenden Zeitunterschieden proportional , nur verhält 
sich die Zeit nicht zum Bogen wie 1 zu 1 5, und dieses Verhältniss ist 
überhaupt für verschiedene Punkte der Himmelskugel anders. 

Es folgt aber hieraus, dass die Wirkung der Strahlenbrechung auf 
die Durchgänge der Sterne verschwindet, wenn die Absehenslinien, in 
welchen beobachtet wird, zu beiden Seiten des mittleren Fadens sym- 
metrisch vertheilt sind, dass aber wohl eine merkliche Wirkung entstehen 
kann, wenn dieses nicht der Fall ist. Es folgt femer hieraus, dass diese 
Wirkung unmerklich ist, wenn man die Reduction der Beobachtungen 
nach den Methoden ausfuhrt, die das Resultat des beobachteten Durch- 
ganges für das arithmetische Mittel aus den Beobachtungszeiten geben. 
Es wäre hier noch die Wirkung einer eigenen Bewegung des be- 
obachteten Sterns auf das Resultat des an mehreren Absehenslinien be- 
obachteten Durchganges desselben zu erörtern, allein da man diese Be- 
wegung immer während eines Durchganges der Zeit proportional an- 
nehmen kann, so verschwindet ihre Wirkung in denselben bei der 
Strahlenbrechung eben angemerkten Fällen, und ausserdem ist ihre Be- 
rücksichtigung so einfach, dass sie hier wohl nicht braucht aus einander 
gesetzt zu werden. 



Digitized by 



Google 



Theorie des Aeqcatorbals. 501 

42. 
Da alle, oder wenigstens die meisten, der in Deutschland gebauten 
Aequatoreale so eingericLtet sind, dass das Fernrohr in Bezug auf die 
Stundenachse excentrisch angebracht ist, und diese Einrichtung viele 
Vorzüge besitzt, so muss derselben schliesslich auch gedacht werden. 
Natürlich hat diese Anordnung auf die Einstellung cölestischer Gegen- 
stände keinen Einfluss, allein sie kann auf die Einstellungen terrestri- 
scher Gegenstände merkliche Wirkung äussern. Nennt man die Ent- 
fernung der Absehonslinie des Femrohrs von der Stundenachse r, die 
Entfernung des eingestellten Gegenstandes von derselben JT, und die 
Entfernung desselben von dem Punkt, in welchem sich die (verlängerte) 
Declinationsachse und die Absehenslinie schneiden, R^; nimmt man 
femer r und & in der Bedeutung auf, die sie immer in dieser Abhandlung 
gehabt haben, und nennt die analogen Winkel, unter welchen der Gegen- 
stand von der Absehenslinie aus gesehen wird , r^ und d\ , so findet man 
leicht die strengen Gleichungen 

/tj cos dj cos (r — Tj) = R cos d'+ r sin (t — Tj) 
Äj cos d^ sin (r — Tj) = + r cos (t — Tj) 

R^ sin d| =R sin d' 

woraus sich , wenn blos die erste Potenz von -^ berücksichtigt wird, 

ergiebt. Die Verbesserung der Ablesung am Declinationskreise ist also 
zwar Null , aber den Ablesungen am Stundenkreise muss die Grösse 

+ -^206265\sec(r' (108) 

hinzugefügt werden, wenn d' wie in dieser Abhandlung überhaupt die durch 
die Collimation c verbesserte Ablesung am Declinationskreise bedeutet. 

Ueber die Anwendung des oberen oder unteren Zeichens dieses 
Ausdrucks muss der Bau des Aequatoreals entscheiden. Man denke sich 
das Femrohr im Meridian und auf den Aequator auf die Art gerichtet, 
dass beide Kreise Null zeigen müssen, befindet sich nun bei dieser Ein- 
stellung das Fernrohr westlich von der Stundenachse, so muss im 
Ausdmck (108) immer das obere Zeichen angewandt werden, ist im 
Gegentheil das Aequatoreal so gebaut, dass in der genannten Einstellung 
sich das Femrohr östlich von der Stundenachse befindet, so muss im 
Ausdmck (108) immer das untere Zeichen angewandt werden. 

Man erkennt nun leicht, dass die Bestimmung der Reductions- 
elemente % und k durch die Ausdrücke (17), und die des Azimuths a 
durch (35) oder (35^) von dem Einfluss der Excentricität des Fernrohrs 
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abhängig sind , und daher die betreffenden Ablesungen vor ihrer An- 
wendung in diesen Ausdrücken durch den Ausdruck (108) verbessert 
werden müssen, wenn nicht etwa die angewandten terrestrischen 
Gegenstände so weit entrernt sind, dass die Wirkung dieser Excentricität 
in Bezug auf sie überhaupt unmerklich ist. Die Bestimmung von a wird 
indess von dieser Excentricität unabhängig gemacht, wenn man den 
Gegenstand auf beide Arten einstellt, und auf die dadurch erhaltenen 
Ablesungen die Ausdrücke (39) anwendet. Die übrigen in dieser Ab- 
handlung entwickelten Methoden zur Bestimmung der Reductionsele- 
mente sind von dieser Excentricität unabhängig. 



ZUSATZ. 

Hauptfigur, aus welcher fast alle in der vorstehenden Abhand- 
lung vorkommenden Relationen entnommen werden können. 




Digitized by 



Google 



Theorie des Aequatoreals. 503 

Alle Linien dieser Figur bedeuten grösste Kreise auf der um den 
Mittelpunkt des Stundenkreises beschriebenen Kugeloberfläche. P ist der 
DurchschniUspunkt des Pols des Aequators mit dieser Kugeloberfläche; 
jP'der des Pols des Aequatoreals; Q der des in der Abhandlung näher 
bezeichneten Endes der Declinationsachse ; S der der Absehenslinie des 
Fernrohrs, die auf einen Stern oder auf einen terrestrischen Gegenstand 
gerichtet, gedacht wird. Sj hat zwei Bedeutungen; dieser Punkt be- 
zeichnet theils einen andern Punkt der Kugeloberfläche, in welchem ein 
Stern in derselben Absehenslinie wie S eingestellt worden ist. theils 
eine zweite Absehenslinie, in welcher bei unverändert gelassener Stellung 
des Stundenkreises derselbe Stern wie in S eingestellt worden ist Der 
Kreis AB ist der Meridian des Beobachtungsorts und Z das Zenith des- 
selben; der Kreis CD ist der Meridian des Aequatoreals, für welchen 
der Stundenkreis o zeigt, der Kreis EF der für welchen der Declinations- 
kreis 90® angiebt, und der Kreis GH der für welchen der Positionskreis 
Null zeigen muss, wenn das Aequatoreal mit einem die Positionswinkel 
angebenden Mikrometer versehen ist. Die Bezeichnung der Seiten und 
Winkel dieser Figur ist die folgende. 



pp==fl 


PS,= 90 » — d 


PPA=r 


DPSi=t' 


DPP=m 


PS^=90o — d' 


SPD :r=T 


i>Z=90o — 9 


SP=90'> — d 


PZ==90o — (p' 


SPD = t' 


PZP=-a 


SF=90«— <)' 


DPZ^q 


PSP=rn 


ZS=z 


QP=90o + i 


BZS=a 


OS=90» — ifc 


PSZ=^e 


EQP==c 


SPZ=t 


£08 = 900 — 0" 


SP=90»— d 


QPD = 90" +7 


SPD=:f 


ose = 90» 


SP =900— d' 


GSP= 7i' 


QZ=90o — n 


SS^= 90»— S 


QPD = 900 + q' 


S,SP= 1800 + V' 


QP=90o + X 


S,Si^= 1 80 » — v' 


BPQ = 90o + o 


BPS^==t 


PQP=A 
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SSi=90« — ? 
S,SP=180»H-v 
OSS,= x- 90« 
gQS,= 90«— d" 
~ OS,= 90«-/--ft 
OPS,= 90 • — © 

0S=90»— ÜT 
SiQS = D— d— i'{f+k—K) 
S^PS=(o—Jl 
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